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INTRODUCCION

Esta coleccion de problemas que se propone al lector se proyectod
como un manual de ejercicios para la asignatura de matemética
disereta destinado fundamentalmente para los estudiantes de los
primeros cursos de las universidades. También puede ser Gtil para
los estudiantes de los cursos superiores y los aspirantes a doctor que
se especializan en el terreno de la matemadtica discreta. Los profeso-
res pueden emplear este libro al preparar las clases préicticas.

El libro se basa en el curso de matematica discreta que se dio
durante una serie de afios en la facultad mecénico-matemdtica y aho-
ra en la facultad de mateméatica de computo y cibernética de la Uni-
versidad estatal de Mosci.

El libro se compone de ocho capitules. Los dos primeros estin
dedicados a la légica algebraica. La seccion dedicada a la 1égica alge-
braica es fundamental en el estudio de la matematica discreta. En la
facultad de matemética de computo y cibernética de la Universidad
de Moscii esta seccién ocupa una cuarta parte del tiempo dedicado a
las conferencias y ejercicios pricticos. A base de este material los
estudiantes adquieren los primeros conocimientos sobre tales con-
ceptos como funcién discreta, operacién de superposicién, sistema
funcionalmente completo; asimilan las diferentes formas de presen-
tacién de las funciones discretas (en forma de tablas, representacién
con polinomios y formas normales, representacion geométrica con el
empleo del cubo unidad n-dimensional); estudian los procedimientos
de investigacién de la plenitud y propiedad de cerrado de los siste-
mas de funciones.

El tercer capitulo estd dedicado a las légicas k-valentes. Los
problemas aqui presentados persiguen el fin de iniciar al lector en
la descomposicién canénica de las funciones %-valentes con trans-
formaciones equivalentes de las férmulas, en las principales clases
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cerradas de funciones de légica k-valente y en Jos métodos de inves-
tigacién de la plenitud y propiedad de cerrado de sistemas de fun-
ciones. En una serie de problemas se ilustra la diferencia que existe
entre las l6gicas k-valentes (k > 2) y la légica algebraica.

El capitulo cuarto contiene problemas de la teoria de los grafos
(orientados y no orientados), de la teoria de las redes y de esquemas.
El objetivo de esta seccién es dar a conocer al estudiante los concep-
tos fundamentales, los métodos y el lenguaje de la teorfa de los gra-
fos. Todo esto se emplea muy ampliamente para describir e investi-
gar las propiedades de las estructuras de los objetos en los més va-
riados terrenos de la ciencia y de la técnica. En esta parte hay pro-
blemas predestinados a afirmar los conocimientos de los conceptos
principales de la teoria de los grafos; problemas que ilustran la apli-
cacién de la teoria de los grafos y las redes a la sintesis de esquemas
que realizan funciones booleanas; problemas de célculo de objetos
con una estructura geométrica dada, etc. Los autores esperan que
los profesores también encontrardn aqui problemas con la ayuda
de los cuales podrén ensefiar a los estudiantes a hacer rigurosas de-
mostraciones matematicas de afirmaciones geométricas «evidentess.

El quinto capitulo estd dedicado a la teoria de la codificacién.
Los problemas presentados tratan sobre las propiedades de los cédi-
gos que corrigen errores; sobre los cédigos alfabéticos; sobre los cb-
digos con minimo exceso.

El capitulo sexto contiene problemas que muestran diferentes
modos de descripeién de transformadores discretos (autématas). Se
han incluido problemas para revelar la determinacién y la determi-
nacién acotada de los autématas; para presentar autématas de dife-
rentes maneras: por medio de diagramas, de ecuaciones canénicas,
de esquemas; para investigar la plenitud funcional y la cerrabilidad
de los sistemas de aplicaciones autométicas; para estudiar las pro-
piedades de las diferentes operaciones a las que se pueden someter
estas aplicaciones.

El séptimo capitulo, dedicado a los elementos de la teoria de los
algoritmos, tiene como fin dar nociones sobre la eficacia de la cal-
culabilidad y la complejidad de los computos, sobre ciertas formas
concretas de definicién del algoritmo (mégquinas de Turing y funcio-
nes recursivas).

El capitulo ocho tiene un carécter auxiliar y estd dedicado a la
combinatoria. Esta parte sale de los limites del curso universitario
de la mateméatica discreta. No obstante, el que estudia la matema-
tica discreta frecuentemente choca con cuestiones sobre la existen-
¢ia, el calculo y la evaluaci6n de diferentes objetos combinatorios. Por
este motivo los autores han considerado Gtil incluir también proble-
mas sobre combinatoria.

Actualmente todavia no existe un manual que abarque por com-
pleto los materiales tedricos del programa del curso universitario
de la asignatura ¢mateméatica discretas. El primer tomo de la mono-
grafia «La matemética discreta y las cuestiones matematicas de la
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cibernética» (en ruso; Moseci, editorial «Natka», 1974), que es hoy el
manual bésico, contiene el material tedrico que corresponde a los
cinco primeros capitulos de este libro. La literatura correspondiente
a los demids capitulos se halla dispersa en variag monografias. Por
eso los autores de este libro de problemas tuvieron que anticipar
cada pérralo con notas tedricas, a veces con més detalle que lo habi-
tualmente acostumbra para este tipo de obras.

En el libro se dan los resultados de muchos {no de todos) proble-
mas y las indicaciones correspondientes. Las soluciones se exponen
lo més abreviadamente posible en un estilo compendioso, se omiten
las conclusiones triviales. En ciertos casos se hace exclusivamente
un pequeiio esbozo de la solucidn.

Seg(n su origen los materiales de esta coleccion de problemas son
bastante variados. Una parte considerable de los problemas tiene
un cardcter ¢folkléricor. Estos son bien conocidos por los especialistas
de la matematica discreta, sin embargo es casi imposible establecer
la paternidad de los problemas de este género. En el proceso de las
clases pricticas, de la toma de exdmenes de matemética discreta y
también durante la escritura de este libro los autores crearon la par-
te fundamental de problemas incluidos en él. Cierta parte de proble-
mas surgi6 como resultado del estudio de articulos de revistas. Algu-
nos problemas los hemos extraido de otros manuales. Miembros de
la catedra de matematica cibernética de la Universidad de Mosci y
otros colegas nuestros nos propusieron una serie de problemas.
O. B. Lupanov presenté a disposicién de los autores muchos de
ellos. Algunos problemas fueron propuestos por S. V. Yablonsky,
V. B. Alekséiev, A. A. Evdokimov, V. K. Leontiev, A. A. Markov.
A todos ellos les expresamos un sincero agradecimiento.

Los autores quedan muy reconocidos por la atencién que ha con-
cedido S. V. Yablonsky a nuestro trabajo para la preparacion de este
libro. Sus consejos y recomendaciones han determinado considerable-
mente la estructura y la direccion tematica de esta coleccién de
problemas.

Los autores agradecen profundamente la participacién de
0. B. Lupanov, quien revisé todo el manuscrito y dedicé mucho
tiempo a la discusién de su contenido.

Nosotros estamos sinceramente reconocidos a 8. 8. Méarchenkov
por su minuciosa revisién del capitulo «Elementos de la teorfa de
los algoritmos», a V. I. Levenshtein por su examen del capitulo
«Elementos de la teoria de la codificaciéns y también a los recensio-
nistas V. V. Glagéliev y A. A. Markov por las observaciones criticas
y las ideas gue expusieron para mejorar el libro.

G. P. Gavrilov, A. A. Sapozhenko






Capitulo
I

LAS FUNCIONES DE BOOLE,
SUS FORMAS DE DESIGNACION
Y SUS PROPIEDADES PRINCIPALES

§ 1. VECTORES DE BOOLE
Y EL CUBO UNIDAD
n-DIMENSIONAL !

El vector (o, ©qy « - ., o) cuyas coordenadas toman sus valores
del conjunto {0, 1} se llama birario o vector booleano (coleccién). Para

abreviar designaremos tal vector por " o &. El nimero n se llama
longitud del vector. El conjunto de todos los vectores booleanos de
longitud » se llama cubo unidad n-dimensional y se designa por B™.
Los propios vectores o se llaman vértices del cubo B". Peso || a™ |} o
norma del vector o se llama al namero de sus coordenadas iguales a

n
Ia unidad o sea || &* ||= 2, @;- Al conjunto de todos los vértices del
=t

=

cubo 5™ que tienen un peso k, le denominaremos k-ésima capa del

cubp B™, y lo designaremos por Bi. A cada vector booleano «® se le
n

puede confrontar el nimero v (&® = 2, «;2"* que se llama niimero
{m=1

del vector a™. l.a coleccion o™ es, evidentemente, una descomposicion

binaria del nimero v (a"). La distancia (de Hamming) enire los vér-

"

tices @ y T.’v del cubo B™ se llama nimero p (&, ﬁ) = Ntag—B |,
que es igual al nitmero de las coordenadas en las que ellos se diferen-
cian. La distancia de Hamming es la métrica y el cubo 5™ es el espa-
cio métrico. Las colecciones o y f de B™ se llaman adyacenfes si
o (&, B) =1 y opuestas si p (&, ) =»n. Un par de vértices adyacen-
tes no ordenado se llama arista del cubo. El conjunto B% (o) =
={f: p(@ B) =%} se llama esfera y el conjunto Sf (o) =

1) Este pérrafo es auxiliar. En lo sucesivo se emplean sélo los problemas
1.1—=1.0; 1.11; 1.14; 1.15; 1.34; 1.34; 1.35; 1.44.

11



= {f: p(a f) < k) se llama bola de radio k con el centro en a. Se
dlce que la coleccién & precede a la coleceibn g™ (1o que se designa
o <P sy < By para todos los i = 1, n. Sitiene lugar a™ 5% ",
entonces, se dice que o rigurosamenie precede a [5“ {lo que se desngna
a" < ﬁ" Si tiene lugar aunque sea una de las dos relaciones o <
<ﬁ" o ﬁ" La® , entonces a v B"‘ se llaman congruentes. En al caso
contrario se dice que &” y f* son mca}agmmtes La coleceién an pre-
cede inmediatamente a 1a coleccion p ™ si a"<<P" y p (@”, ) =1.
La relacién de precedencia entre las colecciones es una relacién de
orden parcial en B™. En la fig. 1 se representan diagramas de los
conjuntos parcialmente ordenados B*, B®, B*. La sucesidn de los vér-

tices del cubo {&0, s oo mk} se llama cadena que una a &y ¥ @x

it

Fig. 1.

(lo que se designa: {a,, axl).sip (&,_1‘ a)y=1(=1, k) El nimero
k se llama langiwdde la cadena [cx.o, oy La cadena {ag, @y, . .., G}
es creciente si oy, < @ (i =1, k). La cadena z de la variedad
{ap, @ L URERT) ak} se llama ciclo de longitud k si ¢y = ;. Supongamos
que @ = (ay, G - - @) ¥ f = (By, Pas - - PBn) son vectores

de B". Por o @® f designaremos al vector (3163' Bro 2@ By, ..
.y @y @ fa) obtenido por medio de la suma por ¢ el médulo 2 de

cada par de coordenadas de los vectores ayp. Porall B des:gnare-
mos al vector cuya i-ésima coordenada es igual a 0 si, y sélo si, ¢; =

= f; =0.Pora ff designaremos al vector cuya i-ésima coordenada
es igual a 1 si, y sélo si, &; = p; = 1. Por o designaremos a un
vector (opuesio a a) cuya i-6sima coordenada toma el valor 0O, si
a; =1, yel valor 1, si @; = 0. 8i o € {0, 1} admitimos que ou =

(crcx.,, 6y, . . . Oat,). Con el simbolo 0, designamos al vector

(0, 0, , 0} y con el simbolo T, al veetor (1, 1, . . ., 1).
El conjunto By’ Mg 2o ;,;”‘ de todas las colwcinues {etyy «+ oy &)

de B™en las que o;,j =0, (j =1, k). se llama cara del cubo B". E}
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conjunto 7 = {i;, .. ., i)} se llama direceidén de la cara, el numero %
se llama rango de la cara y n — k, dimensién de la cara.

1.1. 1) Encontrar ¢l nimero | B} | de colecciones o™ de peso k.,

2) ¢A qué es igual el ndmero de todos los vértices del cubo B™?

1.2. 1) Hallar los nimeros de las colecciones (1001), (01101),
(110010,

2) Encontrar un vector de longitud 6 que sea una descomposicién
binaria del nimero 19.

1.3. ;A qué es igual el niimero de colecciones & € B} que satisfa-
cen la condicién 2" L v (@) < 2%

1.4. Mostrar que para cualesquier @, B, y de B" son justas las
relaciones:

e V<o @, B+e @ W
2@ V=p@adp, v P);
e BH=lal+IBl—2/anfl;
4)ple, B=lleaB|.
1.5. 1) Hallar el nimero de pares no ordenados de los vértices
adyacentes en B",
_ 2) Hallar el nimero de pares no ordenados de las colecciones
(o, ") tales_que p (a®, P") = k. 5
1.6. Sean a y f vértices del cubo B*, p (a, B) = m. Encontrar
el nimero_de vértices y que satisfacen la condicidn:

Do V+e@ B=p@ B
2ol Y=k p@, 7)=r;
el Pk p@ P =r;

4) p (Ei {;)"‘ék' p (E! ;}}r‘
1.7. Demostx:i\r’}a ijcompatibilidad de los siguientes sistemas de
relaciones para «, B y y de B*, n > 2:

Do @, By=>2n/3, p(B, VW>2n/3, p(¥, @)y>2n3;
v@<vfeov, vBil<voa), v®)<v@e )
Nlali=Be vl IBI=Ivel, I71>]ae
hen@nm i=0;

HlzeBeT=0, IzeFeTl=n—1

1.8. Supongamos que &, [} ¥y v son vértices de HB™. Mostrar que:
1) 2<P es equivalente a % NE=0;
2)ayB=1T es equivalente a B< a3

13



3Han @UP=a:

ey @nf)=a;

5@UH N Eu=(@nv) U

B)(@n¥) UB) NT=(@n?y) u BNy

7)de a<7, se deduce que &y FNY)=(2UP) N%
8)@<<7y es equivalente a oy FNV<@UF) N
NEeEnPuBnHuEna=EUuf nEUN N FU.

1.9. ;Cual es el nimero de vectores (¢, G, ..., tag) de BY,

tales que 2 o;<m/2 para todos los m=1,127
ti=m

1.10. Hallar el ntmero de vectores o de B} tales que entre dos
coordenadas de unidad existan por lo menos r nulas.
1.11. 1) Mostrar que en B™ existe un conjunlo formado por

(lﬂ:?l’) veclores incongruentes de par en par.

2) Mostrar que cualquier subconjunto que contenga no menos de
n ++ 2 vectores incluye un par de vectores incongruentes.

1.12. Sean 0 L l<k<n y A (o) un conjunto de todos los
vectores de B™ congruentes con a. Hallar la potencia del conjunto C:

1)C=4(x) N B3, a€BY
2)C=A(a) B}, «€Bh

3)C=A(), o € BE.

1.13. Supongamos que A < B}, v B es un conjunto de todas las
colecciones de BE comparables aunque sea con una sola coleccién

de 4. Demostrar que L‘i—lé!—% N
(L ) (Ic) .
1.14, 1) Mostrar, que en B™ existe un ntimero n! de cadenas dife-

rentes de par en par, crecientes y de longitud n.
2) Mostrar que el nimero de cadenas diferentes de par en par,

crecientes, de longitud n, que contienen el vértice fijo o de Bh es
igual a k| (n — K)L.

1.15.* 1) Mostrar que la potencia de cualquier subconjunto de
colecciones incongruentes de par en par del cubo B™ no supera a

(v )-
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2) Mostrar que si el subconjunto A= B" estd formado

por colecciones incongruentes de par en par y ||&|[</k para cual-
quier @€ 4, entonces 14| ( ;: ) siempre que A< -'2'—

1.16. Sean p;, p3y ..., p, nUmeros primos diferentes de par
en par y N, el conjunto de todes los nimeros, presentados en la

forma pgipZe ... p%n, donde o, €{0, 1}, i=1, n. Sea el subcon-
junto 4 = N tal, que ningiin nimero €4 no es divisor de nin-
gin nimero b€ A diferente de a. Demostrar que jA}.g{ [r:"21 )

1.17. Supongamos que o« y P son tales vértices del cubo B",
que &-::6. P{a, §)=k. Mostrar que el nimero de colecciones '{!,

tales que a<<y<f, es igual a 2"

1.18.*% Demostrar que el cubo B™ se puede presentar en forma de
una unién de cadenas crecientes que no se intersecan de par en par
vy que poseen las propiedades siguientes:

1) el ntmero de cadenas de longitud n—2k es igual a

( : ] — (kil) . k=0, [n/2], vy en este caso la coleecitn mim‘ma

de cada cadena tal, tiene un peso & y la mdxima, un peso n—k;

2) si cx.,, a.+1 ¥ G4q 50D tres vértices consecutivos de una cadena
creciente quo tiene una longitud n — 2k, entonces el vértice ﬁ tal
que o; << ﬁ << or.H.,, ﬁ =& dj41, pertenece a cierta cadena de longi-
tud n — 2k — 2.

1.19. Que sean o yﬁ unos vértices del cubo B" tales que p (cr., ﬁ)
=Fkysea C(a, ﬁ) el conjunto de todos los vértices y para los que
existe una cadena [a, pl de longitud k + 2r que contiene este vértice.

JA qué es igual la potencia del conjunto C (a, B)?

.20. El conjunto 4 = B ge llama cempleto en B™ si cualquier
vector |3 € B" umvocamenta se restablece si se da la condicién de
que para cada @ € A se conoce la distancia p(o:, #). Un _conjunto
completo en B™ se llama bdsico si para cualquier vector « de A el
conjunto A4 \ {a} no es completo

1) Mostrar que cualquier cadena creciente dog, Gy - - +, Znoy €D
B™ forma un conjunto basico.

2) Mostrar que los conjuntos BY y Bh., son completos en B™
si n > 2. Indicar un r > 2 tal que B} no sea béisico.

3) (Con qué valores de n y & e]. con]unto B% no serd completo
en B"?
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4) Demostrar que cualquier conjunto bdsico A en B" sa-

n
— L | A,
TmeFn SI4IS
5) Demostrar que ninguna cara de dimensién n—2es un conjunto

completo en B™.
6) Mostrar gque el nimero ¥, de conjuntos bésicos.en B" satis-

face a las desigualdades 2.(n!) < ¥ << ().

1.21. Sea ¢ la aplicacion reciprocamente univoca de B™ en si
mismo. Se dice que la aplicacién ¢ conserva la distancia entre los vér-
tices, si p (o, B) = p (9 (@), ¢ (B) para todos los «, p de B™ De-
mostrar que la aplicacién @ conserva la distancia si y solamente si,
puede ser obtenida por medio de:

1) cierta permutacién de las coordenadas, simultdnea en todas
las colecciones de B™

92) cambios de 0 por 1 y 1 por O en algunas coordenadas de todos
los vectores.

1.22, La aplicacién ¢ del conjunto B™ en’ si mismo se llama
mondtona si de v {z) < v (f). se deduce que v (p {a)) < (¢) ).
Hallar el nimero de aplicaciones mon&tonas dei cubo B™ _

1.23. Sea « € B}. El conjunto MR (o) = {y: v(y) < v (a), Y E
€ BR} se llama segmento inicial de la capa B}, §9a A = B™; designa-
remos por g? (4) el conjunto de colecciones p € B para los cuales
existe tal a €4, que pLa.

1) Sea 2 €EBE @ iy, fay - vy B (1 K iy Tip<T .. < i)
sean los niimeros de las coordenadas del vector «, iguales a la uni-
dad. Mostrar que -

M@ 1=+ (") + (G0 -+ (T

2) Mostrar que si [<k y A es el segmento inicial de la capa BE,
entonces el conjunto Z} (A) seré el segmento inicial de la capa BT.

3) Seam € BRysean iy, ig .« UK H<hh< ... <h <
< n)los niimeros de las coordenadas del vector « iguales a la unidad.
Sea 4 = MR(x) v 1< k. Mostrar que

[z @l=1+ ("7 + (25 + -+ (07)

tisface la condicién

4%) Sea 1 < m< (%) . Demostrar que el minimo de la magnitud

| ZE_1(4)] en todos los A = BE, tales que | A1 =m, se alcanza
en el segmento inicial de la capa Bj. :

5) Sean 1 < m ( ;: ) v 1 <<k, Demostrar que el minimo de la mag-
nitud | Z7 (4) 1 en todos los A = B}, lales que | A | = m, se alcan-
za en el segmento inicial de la capa Bi.
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6) Que sean a,, @y, . . ., @, nameros dados para los cuales existe
un tal conjunto A de colecciones incongruentes de par en par que
[A NBEI=ay(k =0, n). Entonces el minimo de la magnitud
} Z7 (A) | cogido por todos esos conjuntos 4 se alcanza en el caso
de que para cualquier i = 1 el conjunto Z7 (A) sea segmento inicial
de la capa BY. Demostrar esto.

1.24%. Sea A &= B™ un conjunto do colecciones tal, que no exis-
ten_colecciones @, B, y de A paralascualesa NP =0,yal f =
= vy. Sea ay = | 4 1 Bk |. Demostrar, que

¢ n n n
aremf (4 sm) +onf () Famf ()
para todos los k, m naturales gue no superen a n.

1.25. El conjunto I' (4) = {cr. @ € B~ A4, p (=, A) 1} se lla-
ma cota del subson}unio A:B“ Sean 1 < i; <¢ 1.3 << ... < iy =N
Designemos Amt' c o "‘ el conjunto de todas las coleccmnes de 4
en las que la coordenada con el ntmero i; es igual a o; (j = 1, k).

Llamaremos centro del conjunto A a una coleccién tal en la que
la i-ésima coordenada es igual a 0, si | 4} | > % | Al yesigual a1

en el caso contrario. Designaremos por o't t2 *n 1a coleccién obte-

nida de @ al cambiar las coordenadas que llevan los niimeros i, i,,

.y iy por las opuestas.

’1) Mostrar que para todo 4 = B" euste un A’ = B™ tal que
Al = | AL I ADY ) =T (A) | vy ol centro de A’ es el vértice
= 0

2)( Dlremos qm)a el conjunto A = B™ posee la propiedad I si
para cualquier i — 1, 2 de & € A se deduce que a* € A. Mostrar que
para todo 4 = B™ existe un conjunto A’ con centro O, tal, que

] =]1A |, A" posee la propiedad I y |T(4") | = ]'I‘(A)l

3) Diremos que el conjunto A = B" posee la propiedad II, si
para cualesquiera i, j (1 L i<<j << n) de a € A7 se deduce que
ai’ € A. Mostrar que para cualquier A con centro 0 que posea la
propiedad I existe un 4 con el centro en (0 que posee las propledades
Iyllyqueestal,que |A |=|A" |, |} [<<|T(4) 1

4“) Mostrar, que el min |I'(4)] por todos los 4= B", es tal

L
0

que Z ( n )<| Al Z ( ). se alcanza en el conjunio A==

-=S;‘_, (0) U ME (o), donde M5 (&) es un cierto segmento final de
la capa B} (véase el problema 1.23).

1.26. Que sea g (n) ({p (n)) la potencia méxima del conjunio
A= B" tal, que || & 1 P |l = 1 {correspondientemente || a ne =
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= 1) para dos cualesquicra diferentes vectores de A. Mostrar que:
1) o) =n 2) ¢ (») =270 . _
1.27. Sea F (n, kLuna familia de subconjuntos A del conjunto

B, tales que |la NP || >k para cualesquiera o ¥ B de A. Sea

@ {n, kY = max [|A |. Demostrar las siguientes afirmaciones
AEF (n, B)

nem = X (1)

I+]“_+;‘Ll[

2)Sea A< F(n, k); entonces | A B} |41 AN Bhiatsr—1 | < (

b
1)

n
I
3)8i 1> 2EEL s igualdad (AN B[ +| AN Bacisr-t}={

e alcanzard solamente en ol caso de que Af) By _pyn—1 =3~
n

49 (n, k)= v (‘:) si n4-k es impar, @(n, k)=
‘_nq-h-{-i
S
n-t n
= + > (:)si n+k es par,
2Ry 1=

1.28. Sea F,(n) una familia de subconjuntos A= B™ tales que

p(E, By 2r para cualesquiera'& v f§ de A. Sea @, (n)= méic [4].
AEFr(n)

1*) Mostrar que el méiximo | 4| por todos los AEF,(n) se al-

canza en los conjuntos de la forma S} (&:) y es igual a Z {:)
R=0

2) Para un n impar y r = "~—;1 , dar un ejemplo de un conjunto

A € F. (n) que no sea una bola de radio r, para lacual | 4 | = @, ().

1.29%, Diremos que el subconjunto 4 = B" posee la propiedad
I, si cualesquiera dos vectores de A tienen unaﬁcomdenada unidad
comin, posee la propiedad II, si para cualquier o £ A el vector opues-
toﬂE no_descansa en A y, por fin, poses la propiedad III, si dex €4
vy o < P se deduce que § € 4. Sea 4 (n) el nimero de subconjuntos
A = B" que poseen simultineamente las propiedades I y II, ¥y
@ (n) el nimero de subconjuntos 4 = B™ que poseen la propiedad
II1. Mostrar que:

=1
1) (2002 9y 4 () < g2 (n—1).
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1.30. Sea 4 < B™; R (4), el ntimero de aristas (. B), tales que
@ €A, [} € B™\A. Mostrar que | £ (4) | > min {| 4 |, 2" — 14 ).

1.31. Demostrar las siguientes afirmaciones:

1) El namero de las diferentes caras de direccién fija {iy, Z,,
<.« bp} es igual a 2%,

2) Dos caras diferentes de una misma direccién no se intersecan.

3) La unién de todas las caras del cubo B™ que tionen una direc.
cién dada, da como resultado todo el cubo.

4) El nlimero de todas las caras de rango % del cubo B™ eg igual
a ( :)-2".

5) El niimero total de caras del cubo B™ es igual a 3", _

6) El niimero de caras de !imensi6n %, que contienen el vértice o

dado, es igual a (z) -

e

7} El nimero de caras de dimensién %, que contienen la cara dada
2 = « n—I
de dimesién I, es igual a (k—!) :
8) El nimero de caras k-dimensionales que se intersecan con la

cara I-dimensional dada, del cubo B", es igual a
min (&, 1)

2 (527G
=0

1.32. Intervalo del cubo B", se llama al conjunto de la forma
ha<yv< B}, donde @ y B son ciertos vértices tales, que @ < B.
El nitmero ¢ (., P) se llama dimension del intervalo. Mostrar que una
cara de dimensién % es un intervalo de dimensién k.

1.33. Sean g, g,, g; caras del cubo B™ Mostrar que de g, )

18,5 &, g3 €37 D, 2 N &1 7 &, se deduce que (g, (] ,) /)
Negss= &

1.34. Sean ny, n,, . .., n, unos ntmeros enteros ¥ no negativos
E ]

tales, que 2127 < 27, Entonces en B® existen unas caras gy, g, . . .
i=i

-+ +s g4, de las que se forman pares de caras que no se interseean vy
que tienen una dimensibn igual a ry, ng, ..., n, respectivamente,
Demostrar esto.

1.35. Las caras g, y g, del cubo B® se llaman incomparables si
no se cumple ninguna de las incluisones g, < g., g: = gy

1) Mostrar que existe un conjunto de caras del cubo B™ for-

mado por (IR?E’»]) (ﬂ;&[g;’i]) caras incongruentes de par en par.

2) Mostrar que la potencia de cualquier conjunto de caras del
cubo B™ incongruentes de par en par no supera a (IH?SIJ X

2"~ 151,
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1.36. Sea L (n, k) el nomero minimo de vértices de B™ tales,
que en cada cara k-dimensional haya aunque sea uno solo de estos
vértices. Demostrar - que:

1) L (n, 1) = 2"

%) L{n,n —1) =2

3) L(n, 2) < (23}

MymL Ln, n—2)<m+2, donde m es el menor niimeto en-

tero para el cual (im";zl);gn;
/R ™

1 n

L k-1< 2 ()3

==

6) Lin, k) > 2" L, k), kLr <n

1.37. Mostrar que las colecciones de B™ se pueden disponer en
una sucesién oy, cs, . . ., ct2n tal, que es un ciclo,

1.38. Demostrar que en B"™ no hay e¢iclog do longitud impar.

1.39. Al vector binario (o, 0, « - +» O y-y) lo llamaremos n-uni-
versal, si para cualquier vector (Bo. By, . . ., Pay) do B" existe tal
nGmero %, que B;=ap®,;( =0, n-—1), donde k®i=
=k + ¢ (mod N). Aclarar si es el vector o n-universal en el caso
de que:

1) @ = (0011), n

2) a = (01011), n

3) @ = (00110), n=2

4) @ = (00011101), n = 3.

1.40. Demostrar que para tode n natural existe un vector n-uni-
versal de longitud 2™y no existen vectores n-universales de longitud
menor que 2" _

1.41. El ciclo Z del cubo B™ se Mlama 2d-ciclo si | Z N 8% (a) | =
= 2d + 1 para todos los & € Z, 0 sea, si para cualguier vértice « del
ciclo Z ¢l conjunto de los vértices del ciclo, que se encuentran a una

- distancia no mayor que d (por el cubo), coincide con el conjunto de
los vértices que se encuentran a una distancia no mayor de d «a lo
largo del ciclon.

1) Sea I (r) Ja longitud maxima de 2-ciclo en B™ Hallar 1 (r)
para n = 2, 5.

2) Sea Z 2-ciclo en B™. Mostrar que en cualquier cara de dimen-
si6n 4 hay no mas de ocho vértices del 2-ciclo Z.

3%) Mostrar que la longitud méaxima de un 2-ciclo en B" no es
mwayor que 2", n> 3.

1.42, El par (6. 0;44) guo estd compuesto de dos vértices conse-
cutivos del ciclo Z de) cubo B™ se llama arisia del ciclo. Mostrar que
en [3° oxisle un ciclo de longitud 32, en el gue cualesquiera cuatro
aristas consecutivas tienen, de dos en dos, direcciones diferentes.

T

2
2;
2
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1.43. Sean 4, ..., a,, nameros tales que a; > 2(i=1, n).

n
Mostrar que el ndmero de las sumas > (—1)%a,;, 0,€{0, 1}, i=
=1

=1, n, que satisfacen la condicién (—»-i)"-‘i a;|<<1, no superaa,

(1a721)

1.44. Sea A== B", | A|> 2", Mostrar que existe no menos de
n aristas del cubo que se contienen por entero en A.

§ 2, FORMAS DE EXPRESION
DE LAS FUNCIONES DE BOOLE,
FUNCIONES ELEMENTALES.

FORMULAS.
OPERACION DE SUPERPOSICION

Designaremos por 2 (o z) una coleccién de simbolos variables
(mivmar 3 o o)y por~X“, un conjunto de esos mismos simbolos va-
riables. La funecién f (2®) definida schre el conjunto B" y que toma
sus valores del conjunto {0, 1} se llama funcidn del dlgebra de la 16-
gica o funcién booleana. Designaremos por P, (X™) el conjunto de
todas las funciones booleanas de las variables zy, x5, . . ., Zn.

La funcién booleana f(z") se puede presentar con una tabla
T (f) (véase la tabla 1). Aqui las colecciones ¢ estin colocadas en

Tabla 1
e Ta  wie Ewey e f(x1n T3y evuy Tpop @)
) 0 0 f0o 9 0 o
0 0 0 1 f(0 0 0 1)
6 0 1 0 i@ o 1 0
1 . > & 1 1 f‘{i- ’ 'l ..... 1 . ’1i

el orden de crecimiento de sus niimeros. En lo sucesivo, suponiendo
una colocacion estandard de las coleccwnes, presentaremos la fun-

cién f'(z") por medio del vector af" = (ctg, Gy « - ., tytoy) en el
cual la coordenada 1_a; representa en si el valor de la funcién f(x“)
sobre la coleccién @ con el nitmero i (i = 0, 1, y 27 —1).

Por el simbolo N; designaremos el conJunto {o: (0 EBM &

& (f (6) = 1)}
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La funcién booleana f(:?‘) puede ser también dada con una ta-
bla rectangular Iy ,_y (f) (véase la tabla 2) en la cual los valores

Tabla 2
0 0 Ther 1 Thar
0 0 Chisg i Thes
Ty Ty .ee T 0 1 On 1 zy
[V 0
0 o 1
................ (o)
0y 03 TR
1 1 1
f(o,, 05, ..., 0;)de la funcién f estin colocados en la intersec-

cién de la «fila» (0, 0y, ..

o), 1<k<n.

.y Oy) con la «eolumnay (Gp,q, Onipy «v-y

Las funciones booleanas dadas en las tables 3 y 4 se considerarin

Tabla 8

0o 1 I fa I fa

0 1 0 1

0 1 1 0
Tabla 4
T Ty fa fa fs fa 12 fs o
0 0 0 0 0 1 i i 1
0 1 0 1 i 0 1 1 0
1 0 0 1 1 0 0 i 0
i 1 b 1 0 1 1 0 0

elementales.
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Citaremos las designaciones y los nombres de estas funciones.

1) Las funciones 0 y 1 se llaman correspondientemente idéntica
a cero e idéntica a la unidad.

2) La funcién f; se llama funcién idéntica y se designa por z.

3) La funcidn f, sé llama regacidn de x, se designa = o ")z y con
frecuencia se lee «no a».

4) La funcion f, se llama conjuncién de x, y x,, se designa z, &
&z, 0 2y-7, 0 ;z, 0 min (z,, z,) y con frecuencia se lee 4z, y z,5.

5) La funcién f; se llama disyuncidn de z, y z,, se designa x, \/ z,
o z; + z,; o max (%;%;) y con frecuencia se lee «wz; 0 zp.

6) La funcién fs se llama suma por el médulo 2 de z; y z,, se de-
signa x; @ =z, y con frecuencia se lee ¢z, mds z,».

7) La funcién fg se llama equivalencia de z, y z,, se designa x; ~
~ Xy 0X;++ T, O Ty = ¥, ¥ con frecuencia se lee «r, es equivalente
@ Tyh.

8) La funcién f; se llama implicacién de z, y z,, se designa z; —
—Z; 0 &y D ¥y ¥ con frecuencia se lee «x; implica a z,».

9) La funcién fs se llama raye u operacién de Sheffer de z, y x,,
se designa x, | z, y con frecuencia se lee «no z, y g,

10) La funcién fy se llama flecha u operacién de Peirce de z, y x,
se designa 2, | x, y con frecuencia se lee «io z; 0 xym.

Algunas veces las funciones 0 y 1 se consideran como funciones
dependientes de un conjunto vacio de variables.

Los simbolos 7}, &, \/, &, ~, etc. que se emplean en las desig-
naciones de las funciones elementales se llaman enlaces l6gicos.

Fijemos cierto alfabeto de variables X (finito o contable-infinito).
Supongamos que @ = {f{™), f"2, . . .} es un conjunto de simbolos
funcionales en donde los indices superiores indican los lugares («ar-
nost») de los simbolos. Algunas veces los indices superiores se omiten
pero entonces se supone que se conoce el «arnost» de los simbolos
funcionales.

DEriNiCION 1. Férmula sobre el conjunto @ se llama a cualquier
{y s6lo a una tal) expresién de los tipos siguientes:

1) fa ¥ 3 &4y #1yy -« .y 21), en donde fy, ¥ f; son simbolos fun-
cionales de cero lugares y de n lugares respectivamente y LTI TRAPI
+« = @1, son las variables del conjunto X;

2) fm (Uy, Aoy + . oy Ay, en donde f,, es un simbolo funcional
de s lugares y 9, es una férmula sobre ® o bien una variable de X,
i=1, s

Para agudizar la atencién en que en la férmula 9 entran sélo va-
riables de X (o sélo simbolos funcionales de O) anotaremos U (X) (y
respectivamente 9 [(D}

Algunas veces se anotan las férmulas del tipo f (z, y) en forma de
{zfy) o bien zfy, y la férmula f (x), en forma de (fz) o fz. En estos
¢asos al simbolo f lo llaman enlace.

Generalmente se emplean en calidad de enlaces los simbolos del
conjunto & = {7], &, V,®, ~, >, |, |}

23



DrFiNicioN 2, Se llama férmula sobre @ a toda (y s6lo a una tal)
expresion de los tipos siguientes:
1) x es una variable cualquiera del conjunto X;

(7 U), (A&B), AVE), AeB), (A~B), A->T),
(A |B), (A} B), en donde A y B son formulas sobre &.

Usualmente se aceptan los siguientes acuerdos para la reduccién
de la escritura de las formulas sobre el conjunto de los enlaces &:

a) s6 omiten los paréntesis exteriores de las férmulas;

b) la formula (T}2) se escribe en la forma de ;
¢) la formula (A&B) se anota en la forma (A-B) o (UB);
d} gso considera que el enlace 7| es mds fuerte que cualquier enla-
ce de dos lugares de ©;

e) el enlace & se considera mds fuerte que cualquiera de los enla-
ces V!®-"‘"v“""s Iy .

Tstos acuerdos permiten, por ejemplo, escribir la formula
((T}2) = ((=&y)V2) en la forma = — (zyV2).

Se emplean también escrituras miztas de las formulas, por ejem-
plo, z@® f (y, 2) 0 &f (20, 0, 2}V [ (1, 79, 2y)-

Supongamos que a cada simbolo funcional f';"" del conjunto @

se la coteja cierta funcién F;: B™ — B. El concepto de funcién @g

gue se realiza con la férmuia 9 sobre el conjunto @ se determina por
induccidn:

1)si A= A" (@), Zjpr .--» Tyj,)y ontonces para toda coleccibn
(¢, ey ..., o) de valores de las variables zj;, Zj, ..., Zy,;) ol
valor de la funcién @g serd igual a F;(@,, @ ..., @ag)i

2)si A=F(Ay, Agy .o.y Am), en donde fE D, Wp= Uy (¥m),
Yngy -+-» Yray) 03 una formula sobre ¢ o una variable de X y en
toda coleccién (apy, @pz, ..., Ggg,) de los valores de las variables
Ynvs Yhzo - -y sy la Tuncidn g, igual a B, (k=1, m), entoneces,

Pop (%1, @azy + vy Faagy oo os Tprs Cnay = oo

AU E B2 a‘hlh\- vy Xty Emay e amam)'_—

=FBy ooy Brs -y B)

(aqui F es l{a funcién cotejada al simbolo funcional f).
. nigd
Si U=f1 " (Fiyy Zigy «ovs x,n!), entonces gy se designa corrien-
temente for Fy(z;,, %, -.., x,“‘}. Pero si A =f(Ay, Agy -..y Up)
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entonces @y se designa por F[cp% (Y11. Uaze - Byy)s oo e
ey CPg;m(ym. Ymos v oo ymlm)]'

El concepto de funcion @y, reelizado por medio de la formula 9
sobre el conjunto de enlaces @, se introduce de la manera siguiente:

1) a la férmula 9 = z, en donde z € X, se le coteja una funcién
idéntica gy (z) = =;

2)sit = (7B (0 A = (B OEC),endonde O €{&, V, D, ~,
~, |, 4}), entonces @y = pg (respectivamente ¢y = q5 O 9g -
habiendo que entender el simbolo (O como la designacion de la fun-
¢ién booleana elemental correspondiente; véanse las tablas 3 y 4).

Supongamos que {z;, 3, ..., Z,} es ¢l conjunto de las va-
riables que se encuentran aunque sea en una de las formulas 9 o B.
Las féormulas 90 y 8 se llaman eguivalentes (se designan [ = 3 o
90 = ), si en cualquier coleccién (o, oy, . - .. 0t,) de valores de
las variables x;, x,, . . ., @, coinciden los valores de las funciones
Py ¥ Pm que se realizan con las formulas 9 y B, respectivamente.

Sea @ un conjunto de simbolos funcionales {0 de enlaces logicos)
y P, un conjunto de funciones que les corresponden. Se llama super-
posicién sebre el conjunto, P a toda funcién F que pueda realizarse
por medio de una férmula sobre el conjunto P.

2.1. ¢Cudl serd el nimero de funciones en Py (X™) que tomen en
colecciones opuestas los mismos valores?

2.2. Hallar el nimero de funciones en P, (X™) que en cualquier
par de colecciones adyacentes toman valores opuestos.

2.3. ;Cual cs el pamero de funciones en P, (X™) que toman el
valor 1 en menos de k& colecciones de B™?

2.4. Construir en vectores la funcién h, por las funciones
f (&1, o) ¥ £ (24, z) dadas en forma vectorial:

1) a;=(1011), a,=(1001), h(zz, 25 &)=F(8{%s %), Z2);

2) ay=(1011), az=(1001), k(z)=/1(z;, ) V gz, 2

3) ay=(1000), a@g=(0111), h(z")=F(z; z2)&g (25 a).

2.5. Que sea v, un nimero, cuya descomposicién binaria consti-
tuye la coleccién (zy, ,) ¥ v, un nimero cuya descomposicién bina-
ria es (x5, ;). Sea f; (z') el i-ésimo orden de la descomposicién hina-
ria del numero | vy — v, |, i = 1, 2. Construir Ia tabla rectangular
Il . de las funciones f; (z*) y /5 (=%).

2.6. 1) La funcién f (.F‘) se determina de la siguiente manera: es
igual a 1 si #; = 1, o bien si las variables x, y x, adquieren distintos
valores y el valor de la variable #; es menor que el valor do la va-

_tiable zy; en el caso contrario la funcién se hace cero. Componer las
tablas 7'(f) v Iy (/) de 1a funcién f (2% y escribir las colecciones del
conjunto N;. _

2) La funcién f (z%) se da de la siguiente forma: es igual a cero
s6lo en las colecciones & = (wy, Gq, G5, o) para las cuales la desi-
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gualdad o; ~ @y > ay - 20, os veridica. Construir la tabla T (f) y
escribir las colecciones del conjunto N s de esta funcién.

¢ 2.7. La funcién f(z") se llama simétrica si f (z, gy wesy Tp) =

- = s 1 grineiey n
= (i, %4, ..., T1,) con cualquier sustitucién | . )
. by gy veuy iy

2) Mostrar que si f (') es una funcién simétrica, entonces de la
igualdad {| «® |f = || B® || se deduce la igualdad f (@®) = f {3“).

2) Hallar el nimero de funciones simétricas que hay-en P, (X™).
2.8, Sea f (#*) una funcién arbitraria del dlgebra légica (n > 1).
Le cotejaremos la funcién simétrica S (1, ¥, .+« Ym)y en donde

m=2"—1: §(a™ =f fﬁ“). si o™ || =w (B™). Demostrar que
STy ooy Ty Toy ooy Tas oo Bl o vry By venpnegs Lregy Tp=
2"t veers 22 veces 2% veces 2 veees
=Ff (%1, T2y vess Ty v vy Tpogy T)s

2.9. Aclarar cual de las expresiones que se exponen a continuacién
son férmulas sobre el conjunto de enlaces logicos {7], &, V, —}

1 z—y 8) (e (y& (1 2
2} (z &)1 y; 6) (z&y)n 3
3) (z+y) 7) (1 2 —~z).

4) (y—(@)

2.10. Aclarar de cuantas maneras se pueden colocar los parénte-
sis en la expresién 4 para que eada vez resulte una férmula sobre el
<conjunto de enlaces ldgicos {7}, &, \/, —}, si:

1y A=z —>y & S;

N d=a&y& 11z =

NA=z—>y—s>z&z.

2.11. Llamaremos complejidad de la firrula sobre el conjunto de
enlaces légicos & al nimero de enlaces en ella. Demostrar por la
complejidad de la férmula a base de induccién que en una férmula

1) de complejidad no cero se contiene por lo menos un par de
paréntesis;

2) el nimero de paréntesis izquicrdos es igual al nimero de pa-
réntesis derechos;

3) no hay dos enlaces que estén juntos;

4) no hay dos simbolos de variables que estén juntos.

2.12. Llamaremos indice del enlace en la formula a la diferencia
entre el n(imero de paréntesis izquierdos que preceden al enlace
examinado en la férmula dada y cl nimero de paréntesis derechos
que preceden a este mismo enlace. Demostrar que cualquier f6rmula
de una complejidad no cero sobre el conjunto {7], &, \/,—},

1) contienc un inico enlace de indice 1;
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2) puede ser presentada de una sola manera en una de las si-
guientes formas: (7] A), (A & B), (A V B), (U ~B), endonde A y B
son formulas sobre el conjunto {7], &, V, =%

2.13. Examinemos una anolacion sin paréntesis de férmulas sobre
el conjunto de enlaces {7], &, V, =} en lugar de (T]2), (= &y),
{(z \/ y) v (x =y), cscribiremos ~} z, & zy, \/ zy, — ay. Por ojemplo,
la férmula (7] z) — (¥ VV (7]2))) se representard ~|—2z \/ y ~| 2. De-
mostrar que si cada uno de los enlaces &, Y/, —- se evalia con el nii-
mero +1; cada simholo variable, con el niimero —1 y el enlace 7],
con cero, entonces, en la anotacién sin paréntesis de la expresién A
habrd una férmula si, y sélo si, la suma de las evaluaciones de todas
las entradas de los simbolos en 4 es igual a —1 y en cada segmento
inicial de la exprosién A esta suma es no negativa,

2.14. Aclarar si la expresion A es una férmula sobre el conjunto
@, en el caso de que:

1) A = & (&3 (z, y), [P (@), © = {{?, g2, ¢}

2) A4 = ).1'(!])‘“, P = {g(!:-‘ th1> 3

3} A = q}(ln U(zs (L x))‘ i = {}:m, rpll.l ;

,{l) A= ;,"2’ (‘-F{l}' ,((3)' {.‘:, Y, fpm))' D = {‘ft"i)‘ glh’ q-lm};

5) A = (l-Fil! (}’EQI T, (P(l) (x})))l (D f— U{?), .P(TJ}_

2.15. Hallar el vector &, de la funcion ¢ que realiza la formula o

sobre el conjunto @ = {f{"’, fi¥, g®} si a los simbolos funcionales
B, i, g% se les comparan las funciones booleanas determinadas

respectivamente por los vectores (10), (1011) y (1000):
1) A=FP (P @2 (= 2@ v
2) A=g? (" (fP(z, 1)) &® (= [' (1M
3) A=f1 7 (= g2 (P (= p) 1P W)

2.16. Construir las tablas de las funciones realizables con las
formulas siguientes (sobre el conjunto de enlaces &):

1) (2= y) D (y—2) & (2—2))

2) @V V(@2 {e~y);

3) a—(z ~(y @ =2));

4) (=) ¥ ) } =

2.17. Una féormula sobre el conjunto & se llama idéniicamente
verdadera (idénticamente falsa) si la funcién que la realiza es igual a 1
(0, respectivamente, a cero) en foda coleccion de valores de las va-
riables. Aclarar cuil de las férmulas indicadas a continunacién es
idénticamente verdadera o idénticamente falsa:

) (z—=y) ==V 2 =V

2) (@ y) ~ 2) (@ >y2) .

NVl @@y @—y—~&Vyh

4 (zV §)z =z~ 2)© p) (= (y2))-
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2.48. ;Son equivalentes las férmulas o y B?
HA=(=zVyV z)*((x\/y) @Va)yB=z~z

2) U =(z—>y) =32 B =z 24

) U=aDy ~@VNE—~y) ~=Oy),B=zc|y
4) U = (@~>yV(z —>z)y) B = (ay) (y —a2).

2.19. Hallar todas las funciones dependientes s6lo de las varia-
bles del conjunto {z, y} y que son superposiciones sobre el conjunto P:

1) P = {u, ® u,, 1};

2) P = {1yu, @ (u; Vua)};

3) P = {f (1, u,} = (1101), g (13, ua, ug) = (10010110)} 1),
2.20. La profundidad de la formula 9 sobre el conjunto @ (se de-

signa depeq () se determina por induceién:
(I) si 9 es un simbolo variable o un simbelo funcienal de cere

lugares, entonces depe U = 0;
{II) si % =F (U -« ‘EI,,)‘ en donde f™ € @, entonces,

depg, (%) = gaé depg, (%) -+ 1.

Hallar la férmula 90 sobre el conjunto {{} que tenga una pro-
fundidad minima y que realice la funcién:

1) f=aVy 2) f=2® y; 3) | = ay.

2.21. Aclarar si se puede realizar la funcién f con la férmula %
de profundidad & sobre el conjunto de enlaces § en los casos si-
guienles:

1) f=uay, k=2, S—{1}'

f=z—>y k= = {V, ~});

Nf=zy@ z ?c-—Q S-{—», &}

2.22. Demostrar que la funcién f no puede ser realizada con una
férmula sobre el conjunto de enlaces S cuando:

1) f=z2@y, §={&;

2) f==ay S ={>}

3) f =2Vy § = {~}.

2.23. :Se puede realizar la funcién f con una férmula de profun-
didad % -+ 1 sobre el conjunto S si ella es realizable con una férmula
de profundidad k sobre ese mismo conjunto §?

2.24. La funcién f de P, es realizable con una férmula de pro-
fundidad %k sobre el conjunto §. Mostrar que la funcién f puede ser
realizada sobre ese mismo conjunte S con cierta formula cuya pro-
fundidad serd mayor que k.

Al operar con las funciones de dlgebra ldgica son con frecuencia
tililes las siguientes oquivalencias (las que en lo sucesivo se llamarén
equivalencias bdsicas):

1) Aqui y en lo sucesivo en la presentacién vectorial de una funcién en lu-
gar do la anotacién oy = F emplearomos la anotacién f =
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«Oy = yOa (conmutatividad de los enlaces O, en donde el
simbolo (O representa la designacion general de los enlaces &, \/, @,
~, | *);

(zOyCz = aO(WwOz) (asociatividad de los enlaces (), en donde
O es Ja designacién general para los enlaces &, \/,® ~);

z&y=z\yyzV y==z&y (regla de Morgan);

zV (a&y)y=2 y z&(x\ y)==z (regla de la absorcién);

gV (@&p=aVyy 2&@Vy=2&y;

z&(y V2= (x&y) \ (z&3z) (distributividad de la
conjuncion con relacién a la disyuncién);

z\/ (y&z) = (zV y)&{z\/z) (distributividad de la disyuncién
con relacion a la conjuncidn);

2&(y ® z) = (z&y) @ (x&z) (distributividad de la conjuncién con
relacion a la suma por modulo 2);

l=z8&2=2&0=2® z;
l=zVz=zx\1l=z~2z
z=z=z\ir=r&rz=2&1=2V 0
z=z@1, 2~y=c0Y oL
z@y=(@&YV @&y, 2>y=(=& ®2) 1.
2.25. Comprobar si son justas las relaciones siguientes:
1) 2V (y ~ z) = @V y) ~ (@Vz)
2z =y ~2) =@ =y ~ ( —2)
3) x& (y ~ z) = (z2&y) ~ (x&z);
4) z > (yVe) = (& =V (x -z}
5) x —(y&z) = (x = )& (@ —-2);

6) 2@ (y —2) = (2D y) = (=D z);
7z — (Y 3z =(z >y - —>2)

2.26. Realizar la funcién f con una férmula sobre el conjuntode
enlaces § si:

DBf=xz->y, 8S={71. Vh

2)}’:3'\!’9' S_—-{_*};

N jf=z~y 8§ ={& =}

Hi=zly 8§={4)

2.27. Demostrar, empleando las equivalencias bésicas, la equiva-
lencia de las formulas 9 y B en los casos en que:

1) U=(E&2)V(z&y) V (z&2), B=2&y&zV &z

2) A=(z—>y) > ({(2&y) ®(z~7), B=(=V 1&EVy;
) N=zx—>(z&y) > ((z>y)—=y)&2z), B=y—>(z—2).
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2.28. Demostrar que la formula 9 es equivalente a la férmula B8
si, y solo si, es idénticamente verdadera exactamente una de las
formulas

(A—=B) =B, A= (B~ (A —A)).

2.29. Demostrar que una férmula 90 que contenga sélo el enlace
~ es idénticamente verdadera si, y sélo si, cualquier variable que
esté contenida en la férmula ¥ entra en ella un niimero de veces par.

2.830. Por SEU | se designa la férmula que se obtiene de la for-
mula 9 por medio de una sustitucion simulténea de cada entrada
de la variable z en la férmula €. Si z no entra en la formula 9, en-
tonces (por definicién) se supone que SE9 | = U.

1) Demostrar que 9 es una férmula idénticamente verdadera si,
y s6lo si, es idénticamente verdadera la férmula S%,., %[, en
donde y, e y, son algunas variables que no entran en la férmula 9.

2) ¢Se puede excluir en 1) la condicién de que 1, e y. no entran
en la férmula 9[? .-

2.31. 1) Supongamos que la funcién f {z, y) de P, satisface la

relacion
FU A Fy 2 (Y, ) =1

Demostrar que entonces serdn justas las siguientes equivalencias:

a) flx, ) =1;

b) flx, f(y, @) =1,

o) f U (fles whs [l D) [l [y, 2))) =15
4) 1 @ ), F U2y, ) flz 2)) =1
e) [ f o), 7y f(x, 2))) =1.

2) ¢So deducen las equivalencias b), ¢) y d) de la equivalencia o)?

§ 3. TIPOS ESPECIALES
DE FORMULAS.
FORMAS NORMALES DISYUNTIVAS
Y CONJUNTIVAS.
POLINOMIOS

La formula 2ff &a§! & ...&zf (la formula aff \/ af? \/ ...
« oo V 2{7), en donde oy, € {0, 1}, af, = ay,, 2}, = 4,. 1, € {1, 2, . ..
- .., n} para todos los k = 1, r, se llama conjuncién (respectivamen-
te, disyuncidn) sobre el conjunto de variables X" = {z,, x,, . . ., ,}.
La conjuncién (disyuncién) se llama elemenfal (o abreviadamente
c.e. y d.e.) si Ty, 5= Ty, Para j 5- k. Los simbolos & en la c.e. serdn

P = . . . a
omitidos para reducir la escritura. Las expresiones del tipo :c,: se

Hamarédn letras. Llamaremos rango de la c.e. (d.e.) al niimero de le-
tras en Ja c.e. (d.e.). La constante 1 se considerard c.e. de rango
cero y el cero, d.e. de rango cero. .
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La formula del tipo
=KV EV... VK, (1)
(su notacién abreviada es i\ag’iffz). donde K, (i =T, s) son conjuncio-

nes, se llama forma normel disyuntiva (abreviado f.n.d.).
La férmula del tipo

#=D&D& ... &D, (@)

2 —
(su notacién abreviada es & D;), donde D; (i = 1, s) son conjuncio-
f=1

nes, es llama forma normal conjuntiva (abreviado f.n.c.). El nimero
s se llama longitud de la f.n.d. (longitud de la f.n.c.). La suma de los
rangos de las conjunciones (disyunciones) se llama complejidad de
la fn.d. (complejidad la fn.c.). La forma disyuntiva normal (la
forma conjuntiva normal) sobre un conjunto de variables X™ =
= {z;, Tg, ..., 2,} se llama perfecta si estd compuesta de par en
par por diferentes conjunciones elementales (disyunciones elementa-
les) de un rango n.

Sea f(z") una funcién booleana y sea 1-<iy << ip<< ... << ip<n.

i 1, 20 e0ny iy — L1 8y waay 1
Mediante foq, .., Uhh{an o a veces pOr Sgyq, ... chkf(i"“p

designaremos la funcién obtenida de f(z") sustituyendo en el lugar
de las variables =y, Z;, ..., z;, las constantes correspondientes a,,

P 3 POl Pt ¢ T
Ozy «+.s Ox. La funcién foq, ... c',k* (") se llama z3;z%f ... xi:'L'UTR"

ponente de la funcién f{-x"‘) o subfuncion de f_(?:“). La subfuncién
i, i3, cee, iy

it s.r 0, " (27) se llama propia si kstn, ks£0. Las subfunciones

de la funcién f(2") son diferentfes si ellas difieren como funciones
de las variables z;, x,, ..., T,.

Sean 1< i) <Cia<T ... < ix<n,entonces, es justs, la representacion
P
~ Op iy vun, iy ~
f}(x") =(0‘1 we V o )Ig::?: e -\”v'-i:fcw: 240 ukk (™), (3)
"0z aues Ty
donde la disyuncién se toma por todos los vectores (oy, o4, .. -, Ox)
de B*, En el caso de que k = n, esta representacién tiene la forma
P
o a
fiz") = Vi i SOOI e (1 PR 5 1 (4)

(01, 020 .0y O)

La representacién (4) se puede anotar en la forma siguiente

fEy= v 2l ...z (5)

G 1 (B)=1
El segundo miembro de_!a formula (5) representa en si una lf.n.d.
perfecta de la funcién f (z"). Anélogamente, son justas las represen-
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‘taciones
iy iy o ¥

fEy= & x‘.\/x'f:-. V 2P\ faadt @) (6)

(a1, Oz, ...

fEYy=_ & (@PyalV ... V). @)

T 1=
Una conjuncion elemental se llama mondtona si no contlene va-

riables negativas. La férmula
PGY=K,®K,® ...® K,, {8)
donde K; (i = 1, s) son diferentes elementos monétonos de par en par
sobre el conjunto X*, se llama polinomio de Z hegalkm o polinomio por
mddulo 2. Al mayor de los rangos de las conjunciones elementales

que entran en el polinomio se le llama grade de este polinomio. El
nimero § se Ylama longitud del polinomio (8). Si s = 0, suponemos

que P (=™ = 0.

3.1. Por medio de transformaciones equivalentes reducir a Ia
f.n.d. la formula:

1) F=(z, V zzx3) (z1 V 25);

2) F=((z; V 22570) (Z; V @) = 2125%0) \ 2323 \/ (@ V @);

3) F = ({21 xo3) (w2, B 23) —*zr’&) V .

3.2, Representar las funciones siguientes en una f.n.d. periecta.

1) § (1:3) (II D x%} —= Taliys

2) f (x“) = (01101100);

3) () = (10001110).

3.3. Mediante transformaciones de tipo 4 = Az\/Az, AVA =
= A, pasar de la f.n.d. dada D = (;"} a la perfecta si:

1) D (Is)=11 V T2

2) D (@) =232 V Z12s;

3) D(a)y==z, V 22 V 22%s.

3.4. Con ayuda de relaciones del tipo :chz (V) (xVz2)
transformar las f.n.d. del problema anterior a

3.5. Construir una f.n.c. perfecta para cada una de las funciones
del problema 3.3.

3.6. Contar el namero de funciones f (z") para las que la f.n.c.
perfecta os también simultineamente f.n.d.

3.7. Hallar la longitud de la f.n.d. perfecta de la funcién f (z):
DiE) =202 ... ®ai

2) f@) =@ VaV ...Va)@VaY ... V)

N fE)=@VaVa)@EVHV o) @n o2 d ... @2,
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3.8. Sean X" = {ay, @, ..., Tn} © Y™ = {4, Was - - s Ym}
dos conjuntos que no se intersecan. Supongamos que las f.n.d. per-

fectas de las funciones f (% ™y g (@™ tiencn respectivamente &k y ]
sumandos. Hallar la longitud de la f.n.d. perfecta de las funciones
siguientes:

1) f@") &g @™; 2) 1Y Vg{y‘“} 3) f(x")eBg(y’“)

8.9. Expresar las funciones z,-, ¥;- y z;25-componentes de la
funcién § (z*) mediante las f.n.d. de complejidad minima para:

1) f{z* =(01101101);

2) | (@) = (&, —>2;) ® za75;

3) (2% = (2= 2273) @ s

3.10. Hallar entre las funciones dependientes de las variables

z, ¥ T, aquellas que ticnen el mayor naGmero de subfunciones diferen-
tes de par en par.

3.11. Contar el niimero do funciones booleanas f (z") que se pasan
a si después de la permutacién de z, y z..

3.12. Dos funciones f (z") y g (&" J son permutativamente equiva-
lentes i oxiste una permutaciéon n de los numeros 1, ..., n tal,
que f (21, - . ., Tn) = € (Faqys - « - Tae). Hallar el niimero de
clases de funciones permutativamente equivalentes de P, (X*).

3.13%. La funcién f, (z*) se determina recurrentemente con las
relaciones siguientes:

fi @) =Zy2a (23 V @) V @2 (5%, V 2120) V Z32a@oas

!n-l-l. (;n~1)= an (;11' E!v R In);h'l'l. V TyTg « oo Tp¥n4q (n;‘i)‘
Iallar para cada funcién de la sucesién {f,} el niimero de diferentes
subfunciones de tipo 7k (7%, i = 1, n, o € {0, 1}, tales que ningu-
nas dos de las cuales sean permutativamonte equivalentes.

3.14. Demostrar que ¢l namero de diferentes funciones f (z")
para las cuales la funclén dada g (z*) es subfuncién, no es menor que
2»7; {sz 1)21':- (k )

3.15. Quo sea f} (2™ = fi (="} para cualquier i (1 < i < n). De-
mostrar que f (z®) es una constante.

3.16. Hallar ¢l nimero de tales funciones f (') que 17 &Y =

= f}? @™ para_todos los 1 < i<<j

347. Seah (79 = (g @), - - - 611G, & (35 ) g1 @), .o s
vy En @™), n > 2 y con cualquier i =1, 2, ..., nyo € {0, 1)
se cumple la relacién _
Soh (@) = (Sz&1 @), - - ) S50 @),
0, S5gin @, - ., S3ga @I,
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0 sea que la z{-componente de la superposicién de las funciones f»
Exy v v B1-1r Bty Bi41s ---1 &n ©8 igual a la superposicién de la

Z{-componente de las funciones f, 1 oor Bimty Bikrs -« os Bne
Supongamos ademis de eso que para todos los 7, k(1<Cj<k<n)
¥ para cualesquiera oy, o, de {0, A} 1a x?’x:"—componente de la

funcién] g, (2") coincide. con la zjlzyt-compon-nte dé esa misma
funcién g, (z"), i=17, n. Mostrar 4ue & (z") es uia copstante.

3.18. Hallar el ntimero de conjunciones elementales mondtonas
de un rango r sobre el conjunto X",

3.19. Hallar el nimero de polinomios de grado r sobre el con-
junto de variables X7,

3.20. Hallar el ndmero de diferentes polinomios de longitud %
sobre el conjunto X™ que-se reducirdn a cero en las colecciones 0 y
1. (Los polinomios se consideran diferentes si difieren en la ecomposi-
cién de la c.e.)

Adoptaremos la siguiente numeracién de las conjunciones ele-
mentales monétonas sobre el conjunto da variables X = e
-« ., Tn}. A cada c.e. monétona K le cotojaremos un veetor g (K) =
= (61, Oy, - . ., 0;) de B" en el que a; = 1 si, y sélo si, z; enira en

n

K. Nimero de c.e. K llamaremos al nimero v (¢ (K)) = ) 0,27,
=1

La constante 1 tondra en esta numeracién el nimero cero. Asi que
se puede anotar cada polinomio P (2™) con la forma

p{;n) =ﬁ0'1 @& ﬁ1K1 3] ﬁsz & ‘ . B ﬂzn_len_i, (9}
gonde K, es la c.e. que tiene el ntimero (i = 0, 2" — 1). El vector
Be = (Boy Pus_. - -» Penoy) se llamard vector de los coeficientes del

polinomio P (z™).
El método de los coeficientes indeterminados para la construccién del

polinomio de Zhegalkin, el cual realiza la funcién f (z*), consiste en
lo siguiente. Se examina el polinomio de la forma (9) v para cada

« € B™ se compone una ecuacién de tipo f (&) = P (a). La resolu-
cién de estas ecuaciones da el coeficiente del polinomio P (z™).
BIeMPLo. f (2%) = 2, — 25, P (7)) = Bo @ P20 ® Pory ® B aZy 2.
F(0,0)=1=8,® p,-0@ B,-0D p,-0;
FO, 1) =1=§,®p;1D p-0® p,-0;
(1,0 =0=p,@ p;-0® P 1@ Py-0;
FA, 1) =1=Pp,@ B 1D B 1@ By-1.

Hallamos By =B, = By =1, P, =0. Asi que 2, -z, =1
D 7, @ 77,
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3.21. Hallar a base del método de los coeficientes indeterminados
los polinomios de Zhegalkin para las funciones:

1) f (2% = (1001);
2) § (x* = (01101000);
3) 1 (=% = (11111000).

3.22. Introducimos la operacién 7' sobre los vectores de B*". Si
n=1ya=(a o), entonces 7 (@) = (etg, 0tg D o). Supongamos
que para cada o € B®" el vector T (o) esta definido y el vector @ de
Baﬂﬂ tiene la forma a‘ i (ﬁl!l ﬁl! mw Gy ﬁz"-lv Yor V1r « - = ?2“—1)'
Y también que: '

T{ﬁox ﬁl.! iy ﬁgﬂ.q) =(60' '51' LE “62"—1}!
T (%os Vs - - -1 ?2ﬂ_1}=(ﬂg, By o eer Bon_y)-

Entonces T (@) = (85, 81 - -y 857y, 8o® &8, 8,P &5, .. .,
e Sany @ egn_y). Por ejemplo, si @ = (1011), entonces T (a) =
= (1101). Demostrar que el vector'_c‘_;f de los valores de la funcién
f (") estd vin ulado con el vector B, de los coeficientes del polino-
mio P (#z") que realiza la_funcién f (z%) de la siguient¥ manera:
o =T @)y Fp=T(%) _

3.23. Hallar el vector Pp de los coeficientes del polinomio de

Zhegalkin para una funcién f (z%) tal que a; = (1011001000401101).

UNO DE LOS METODOS DE CONSTRUCCION del polinomio de Zhegalkin
{Jor la formula F consiste en lo siguiente: primero se construye una
6rmula equivalente sobre el conjunto de enlaces {&, —)}, después se
sustituye en todos los sitios  porx @ 1, se abren los paréntesis utili-
zando la ley distributiva (x® y) 2 = zz@® yz y se reducen los miem-
bros semejantes.

EIEMPLO, & — 2y =210, =4 (2, @ 1) @ =25, ® 7, & 1.
3.24. Construir polinomios para las funciones:

1) £{2%) = (=, | %) § 753
2) f(;s) == (x; = p) (22 Ta);
3) 1{&) = (2 = 7o) V Z5)| =1

3.25. Cualquier funcién beoleana f puede ser anotada en forma
de polinomio. Para eso se emplean las operaciones aritméticas co-
rrientes de multiplicacién, suma y resta, Es suficiente para realizar
esto expresar-la funcién f mediante la conjunecién y negacién y des-
pués sustituir Jas subférmulas de tipo A por 1 — A y abrir los pa-
réntesis. Expresar mediante operaciones aritméticas las funciones si-
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guientes:

1) [(2) =, ® =y

2) f@;ﬂ) = (T —Ty) —=Ty;

3)  (=*) = (10000001).

8.26. Indicar la funcién f (z%) que tieno una longitud del, poli-
nomio que supera en 2" veces la longitud de su f.n.d. perfecta.

3.27. Demostrar la veracidad de la siguiente férmula de descom-
posicién por k variables: ,

f{‘;ﬂ}#‘ E z?‘zgs die .'Czkf(ﬂh Ogs oo oy gy Thny o« .,'I“).'
(01, T2y vurn ﬂh)eﬂh)

3.28. Demostrar que:

1) f(@") ==, (f, (=") @ f1 (=) @ fi (2);

2) H@)y=(zy V (I} (@") ~ f; (@) ~ £} (a").

3.29. Demostrar que la funcién f (z) que se realiza con un poli-
nomio de grado k;:.?), se hace igual a 1 no menos que en 2"-* vec-
tores de B™. :

3.30. ;En guéntas colecciones de B™ se hace igual a la unidad el
pelinomig P (z™)?

1) Pla™) =z ... 20 D Thaq - - T, (1h<<n);

) PRy =1Dr, @52, D ... @D s . - . Ty,

3.31. Mostrar que para cualquier (I<2") existe un polinomio
P (z") de longitud no mayor que n para el cual [N pgny |=1.
3.32. Demostrar que toda funcién j(z") puede ser representada
3

en la forma f(z") = EK;, donde K;(i=1, &) son conjunciones
=i

clementales que contienen no mis de una negacidén de la variable,

y s 2,

3.33. Mostrar que si en todos los lugares de una f.n.d. perfecta
se sustituye el si%no V por el signo @, entonces resultard una férmu-
la equivalento a la inicial. ¢Serd justa una afirmacién andloga para
una f.n.d. arbitraria?

Se llama derivada de una funcién booleana f (") respecto al con-

junto de variables Tis Tgy o oon Ty (o diferencia booleana) a la fun-
¢ion
af (@) = =
T e e T - & L) ..
0(:;2, Zig ...,z‘_h) f{xl' y Ly 1 Tl
i) B F(Taa e s Bagy oy Bayy oy Bade

(En el caso en que =1 se emplea la designacién -—-—-d‘;ix") )
3]
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3.34. Demostrar las siguientes propiedades de la derivada:

1]

d (dfGEM\__d (3@,
) gy () = ( )
P R . B
9 {z;, ""I"h) (&g v0nms x‘h) ;
3) QUEI Sl ____ ot @ @™ __
B(xix....,xik) [a(:ch,....z‘) &(xh,..‘.xih) 1
j AU E™ v g iEn ,-,d::"‘ ~ o~ dfEY) . 2f ) dg (@),
4 '((:ed;ri z™) ) g )@g(x} :;iz) id(:ﬁ) gdi:;}
a(f @™ g (2M) ~ dg(r ny GG o dfGEY) de M
5) __EH-— f ( ) De (x“) dxy ® dxi dx;
6) %{-11:0 si, y sélo si, x; no entra en forma evidente en
el polinomio de Zhegalkin de la funcién f(z");
7) si f(a:”) =18 (2, @3, ...,%,) ® k(2 x3 ...,%,), entonces
df (zv) _
T—g.(-‘ﬁz, Zgy - ooy p). )
3.35. Si g(my - oy 2} ¥V R (s - - -_+: &) son funciones boo-
leanas y 1 < i; < m, para todos los j = 1, %, entonces:
:1) (g P h) dg 4
& (x; gt ,m ) 5(;5‘,'....&{&) S
ﬁ(g&h) ps g c
% Fxgps oo ,J:,k) _}bﬂﬂz;‘,-...az{h '
a{g Vi) 7 dg
3 =h .
) (g, -0 1, iy e 02y

§ 4. MINIMIZACION
DE LAS FUNCIONES
DE BOOLE

Conjuncién admisible o implicante de la funcién f (z*) se llama a
una tal conjuncién elemental f{( sobrg el conjunto de variables
{Z1, Zgy + v oy TR} que K\ f (2™ =f (x"). El implicante X de la
funcién f se llama implicante simple si después de eliminar de X cual-
quier letra resulta una conjuncién elemental que no es una impli-
cante de la funcién f. La disyuncién de todas las implicantes de la
funcién f se llama f.n.d. abreviada de la funcién f.

La forma normal disyuntiva se llama:

minima, 8i contiene el menor numero de letras entre todas las
f.n.d. equivalentes a ella;
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la mds corta, si tiene la menor longitud entre todas las f.n.d.
equivalentes a ella; v

sin salida, si la eliminacién de cualguier sumando o letra lleva a
una f.n.d. no equivalente;

f.n.d. de la funcién f, si realiza la funcién f. _

Si la conjunci6én elemental X es implicante de la- funcién f Hg:;“)
entonces el conjunto &y, de tales vectores « de B", que hacen K (a) =
= 1, forma una cara gue se contiene-en ¢l conjunto V;. Esta cara se
llama intervelo de la funcion f (z") correspondiente a la implicante K.
El intervalo de la funcién f que no se contiene en ningiin otro inter-
valo de la funcién § se llama intervalo mdzimo. Los intervalos maxi-
mos corresponden a las implicantes simples de la funcién f.

4.1. Seleccionar del conjunto dado de conjunciones elementales
&¢ las implicantes simples de la funcién f (z™) si:

1) & ={=z, Ty, ZyTa, TyTa), f(?)‘=(00101“1)§

Q) &8 ={z,2y, Toty, 2y, TTyTs}, f (2% = (01111110);

3) OF = {2y, Ty, TaTs, T1T5%5), f(z)==(1010111001011110).

EL METODO DE BLAKE para obtener una f.n.d. abreviada de un
f.n.d. arbitraria consiste en la utilizacién de las reglas de aglutina-
cién sintetizada zK, \/ zK, = 2K, \ zK, \/ K,K, y de absorcién
K, \/ KK, = K,. Se sobreentiende que estas reglas se aplican de
izquierda a derecha. En la primera etapa se hacen todas las opera-

ciones de aglutinacién sintetizada mientras sea posible. En la se-
gunda etapa, las operaciones de absorcion.

Espmpro. Obtener la f.n.d. abreviada para 2 (@) = 2z, \/
V g V 202

Después de la primera etapa obtendremos

Dy == x4, V?‘an Vlzaza V EERVERVEXN
Después de la segunda,
Dy = zyeq \/ 2z

4.2. Construir empleando el método de Blake una f.n.d. abre-
viada en base a la f.n.d. dada Z:

) @ =El.;2 vV $x;'a$a \ 3-'2;33:.;

5 a ’=—31-332-"3 V 3-'1":"'-23& V Zag;

8) F=2z2, \/ 2,25 \/ 217058 \ TiZaZe%ie

Se puede obtener una f.n.d. abreviada de la funcién f(:;:-;‘) dada

como una f.n.c. de la manera siguiente. Primero se abren los parén-
tesis utilizando la ley distributiva, después se tachan de la f.n.d.

letras y sumandos a base de las reglas az = 0, zz =2, z \/ z = z,
K,V KK, = K.
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BEiempro, Obtener la fn.d. abreviada para

F@)=(2,V 20) (7 V 25 z3).
Después de abrir los paréntesis tendremos
Z =:r1;1 V azp V oz -‘Ts;: V Ty \ 207
Aplicando las reglas indicadas anteriormente obtendremos
LR RV E N

4.3. Construir una f.n.d. abreviada a base de la f.n.c. dada:

D @V Va)@m VeV e @V o)

2) (@ V) (2 V2V @) @ V7V o),

3) (&V 72 V )iz V ) {%IVZ«‘cs Vizo)-

4.4. Sea N, un conjunto de vectores o € B™ tales que f (@) =1
¥ 2 (f) es 1a longitud de la f.n.d. abreviada de la funcién f, Mostrar
que I*(f) < 5 [Ny (I Ny | + 1).

 4.5. Hallar la longitud de la f,n.d. abreviada de las funciones
siguientes:

1) 2, B2 D ... B xps

) @BV 2V (@ VHVz)@aud e d ... © 2y

) @VaVa)@EVaVa) (@es® ...z,

4 @@ ... Do) (@ @ ... D), 1<k

5 @ V...V&) @V ... VoV V ... V Z), 1<k,

4.6. Sea j(2") tal que Ny={a: k<||zlI<k+m), y k<i<
<k+m, ac Bf.

1) Hallar el nimero de sumandos de la f.n.d. abreviada de la

funcién f que se hacen igual a la unidad en la coleccién a.
2) Mostrar que la longitud de la f.n.d. abreviada de la funcién

F @ es igual a(:) (n-m—k).

4.7. Supongamos que las funciones f (") vy g (¥™) no tienen va-
riables comunes, K es una implicante simple de la funcién f, vy
que L es una implicante simple de la funcién g. Mostrar que K & L
es una implicante simple de la funcién f&g.

Cada conjuncién elemental sobre el conjunto de variables
{z1, %4, . .., z,} mutua y uni.ocamente corresponde a la cara del
cubo B™ formada por los vértices & en los que la c.e. se hace igual .
a la unidad. Esto permite construir la f.n.d. abreviada partiendo
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de la representacién geométrica de la funcion booleana. En el cubo
B™ se marcan los vértices del copjunto N, de la funcién f. Se anotan
las caras que se contienen en N; y no se contienen en otras caras for-
madas por los vértices del conjunto N;. A cada una de las caras obte-
nidas se le coteja una implicante simple.

Esempro. Supongamos que la funcién f (2%) esta dada por el
vector &; = (11111000). Se requiere hallar su f.n.d. abreviada.

Sorucion, El conjunto N, estd formado por {(000), (001), (010),
(011), (100)}. Las caras tienen la forma g, = {(000), (001), (010),

Fig. 2.

(011)}, g = {(000), (100)}. La cara g, corresponde a la c.e. , v la
Cara gy, & Tz, La f.n.d. abreviada es z, \/ Z,7, (véase la fig. 2).
4.8. Construir una f.n.d. abreviada de la funcién f (z"):
1) f (= = (1111100001001100);
2) f (zY = (0000001111411101);
3) f (@) = (0001101111011011).

4.9. Contar el ntmero do funciones 7 (x") para las cuales la con-
juncién elemental de rango r dada es:

1) implicante;

2) implicante simple.

4.40. Sea i, (f) el niimero de implicantes de rango r de la funcién
F ("), v s, (/) el niimero de implicantes simples de rango r. Sea P,
el conjunto de funciones hooleanas de las variables ), zy, . . ., @n;

L) == ) ()

23
fer,

se=—m 3 s (-

fep,

Mostrar que:

o= (")

2) 5 (n)= (f ) gr=2"T (§ . -2y,

40



Cuando los valores de n son pequefios se puede hallar la f.n.d.

abreviada de la funcién f (z") con la ayuda de una tabla rectangular
(una tabla minimizadora). Por ejeroplo, supongamos que la funcién

{ {(z%) est4 dada mediante la tabla 5. Reuniendo las casillas que co-
rresponden a los valores uno de la funcién f en los intervalos maxi~
mos, como se muestra en la tabla 5, y cotejandoles la c.e., obtendre-
mos la f.n.d. abreviada

| 12y V z3z, V%xa V 51535?3 V 31-’32;&-
Tabla &
z3| O a 7 7

4l

Z I g 7 7 4

o o a
a / g

! " 1 [

7 g g

4.11. Construir unas f.n.d. abreviadas para las funciones dadas
con las tablas siguientes:

1) 2) 3)
]

r, ([OJOF1]1 z; |[O[O[1]1 z |O0[O[1})1]

z, [O]1}1]0 s |O(1]1]0O z, |[O]41]110}
2 ry Ty
bt | Xz Lt ]
0 0 11110 0o 0 1l1j0]0 0O JO|1|1]0
0 1 o111 1 0 1 114f¢i0 1 111fl0]1
1 1 10111 1 1 o111 1 1 1101111
1 0 11401 1 0 |1]0§1]1 1 0 ot1{1|0

La implicante simple se llama nuclear si su eliminacién de la
f.n.d. abreviada lleva a una f.n.d. que no es equivalente a la ini-
cial. Para cada implicante nuclear K existe una tal coleccién de
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valores de las variables que lleva K a la unidad y a los dem4s suman-
dos de la f.n.d. abreviada, a cero. Esta coleccién se llama coleccidn
propia de la implicante nuclear..

4.12. Seleccionar de las f.n.d. abreviadas siguientes las impli-
cantes nucleares:

1) 511'3 V 2z V 5z, Elzzxi"v Zp%s2, Vi,
2) 232925 \ 212923 V T3y \/ 22ty ) B30l 2o V) 2y

3) -""z;s V ;2353 V zyxe Vo223 Y ;83:& vV _z_zxa’vfz.za-

4.13. Mostrar que el ntmero de implicantes nucleares de una
funcién arbitraria 7 (™ no supera a 271,

4.14. Hallar el nimero de implicantes nucleares de la funcién
del problema 4.5.

4.15. Hallar el nimero de funciones booleanas f (z") para las
cuales la c.e. z; ... z. es implicante nuclear.

4.16. Sean K, K,, K, conjunciones de una f.n.d. abreviada, y r,
ry, ry, los rangos de estas conjunciones. Supongamos que KV K, \/

K, = K, \V K,. Mostrar que r, < r; >r + 2.

4.17. Construir todas las f.n.d. finales de las funciones siguientes:

1) (7 = (01141110);

2) f(z%) = (1110011000010101);
3) § (@) = (0110101111011140).

4.18. Contar el niimero de f.n.d. gin salida y minimas que tienen
las funciones del problema 4.5.
4.19. Mostrar que el ntimero de f.n.d. sin salida de una funcién

booleana arbitraria f (z™ no6 supera a (g:)

4.20%, (Cuéntas f.n.d. sin salida tiene una funcién que tenga
2"-! implicantes nucleares?

4.21. Aclarar si las siguientes f.n.d. son finales, las més cortas
o minimas:

1) G=mz2,\ Ty}

2) @ =53;‘ V .’.7.'1;33:‘ V 51;21'3;

3) g = 1T V Elxs V}gﬁaxt V TaXs.

4.22, Sea L (f) la complejidad minima y I (f), la longitud de la
f.n.d. mds corta de la funcién f. Mostrar que L (f (zM) < nl (f (&™)
para cualquier funcién arbitraria f (7).

4.23. Mostrar que [ {f (z™) <21, L {f (}”}j < n2™1 para cual-
quier funcién f (z7).
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4.24. ;Para cuintas funciones f (z™) son justas las relaciones que
van a continuacién?

1) L (1 @) =n2""
2) L(f (") =n2**—n.
4.25. Poner el ejemplo de un niimero & (0 << k < n2%), tal que

no existe una funcién f (") que tenga una f.n.d. minima de comple-
jidad %.

4.26. Hallar la complejidad de las f.n.d. minimas y la longitud
de las f.n.d. mas cortas para las funciones del problema 4.5.

4.27. Examinemos una familia de funciones zonales, o sea de

funciones f (z™) para las que existen unos niimeros % y m tales que
Ny={o: kLllall<h+ m).

1) ¢Qué nimero de implicantes nucleares tiens la funcién zonal
i () para diferentes k& y m?

92) (En cuéntas funciones zonales f (z"yse alcanza el nlimero mé-
ximo de implicantes nucleares?

4.28. La funci6n f (z") se llama en cadena (ciclica) si se puede
disponer el conjunto N; en una sucesion que sea 2-cadena (respecti-
vamente, 2-ciclo).

1) Hallar el ntimero de f.n.d. sin salida y minimales de la fun-
cién en cadena f (z7), si | Ny | = L

2) Lo mismo para la funcién ciclica i (z™), tal, que | N, | =
= 2m (m > 2).

§ 5. VARIABLES
SUSTANCIALES
Y FICTICIAS

La variable z, de la funeién f (z;, %3, . . ., &n) se llama sustan-
cial si puedon encontrarse tales colecciones a y Pquea =(ay, » .-

vy Olfmis 1-3___“-14-1‘ L E = (0, -+ -1 %1y 0, Eptgy -« - oy Gp)
v 1 (a) == f (B). En el caso contrario la variable x; se llama variable
ficticia (insustancial) de la funcién f (E™. Dos funciones f {z") ¥
¢ (z") se llaman iguales si los conjuntos de sus variables sustanciales
coinciden y en cualesquiera dos colecciones, que se diferencien, puede
ser, s6lo en los valores de las variables insustanciales, los valores de
las funciones son los mismos. Supongamos que 1 iy << iy << ...
... << ip<n. Diremos que la funcién @ (z1, « - -y Ty 10 &, Ty pay « - -

s 0 .2'.';2_1, xlg-l-:s L x!g—h xi*_-l-}r " ey z'ﬂ} se obtiene de f{xﬂ)
mediante la identificacién de las variables Ty Ty - o oor Ty si @ se
obtiene de f sustituyendo con z a las variables Typ Ty o o oy Ty
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En calidad de x se puede tomar cualquier variable que no pertenezca
al conjunto X™ {x,1, Biyy oy Tiph ¢
5.1. Mostrar que la afirmacién «r; es una variable sustancial de

1a funcién f (z")» es equivalente a cada una de las siguientes afirma-
ciones:

1) fo (") 5= f; (&"); .
2) existen las variables zy, ..., 2, (i;% ¢, j=1,%) y las cons-
tantes 0y, ...,05 tales que la funcién f:,ll" ','_""'iq"‘h (z") sustancial-

mente depende de z;.

5.2, Enumerar las variables sustanciales de las siguientes fun-
ciones:

1) 1@ = (2 ~ (% Vaa) =25
2 @) = (@ Va) >z
3) f(&Y) = (21 V 23 V Ttz \ ,22%5) 245
4 F@E) =@V V 23} @ V2V 23) (7 V 22 V Tg) X
' X (21 V 22 V 29)-

5.3. Mostrar que z; es una variable ficticia de la funcién f (expre-
sando f con una férmula en la que 2; no entre en forma evidente):

1) @) = (2, ® z,) (z; } z);

2) (%) = (((zs = 2) V 2y) (@3 = 21) 2:71) D 55

3) 1 (@) =((m V 22) (2, V Zs) = (2} = 2,5)) 5.
5.4. Indicar las variables ficticiag de la funcién f:

1) 1 (3% = (11110000);
92) 7 (%) = (00110011);
3) 1 (z*) = (00111100).

2 ,5.5. Supongamos qua la funcién f(z") estd dada con el vector
ay=={tg, &y, ..y Ayn_,). Demostrar que si z, es una variable fic-
ticia, entonces oy =0yn-k,; para todos los i del segmento [s2nk+1,
(2s4+1) 2R e1], 5=0, 2511, ) !

5.6. Mostrar que si entre las variables de la funcién f (z™), n == 1,

las hay ficticias, entonces la funcién toma el valor 1 en un nimero
par de colecciones. (Es justa la afirmacién contraria?

5.7. Sea la funecién f (z™) tal que |N; | = 2™ (2] — 1). ;Cual es
el nimero méximo posible de variables ficticias que puede tener la
funcién f?
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5.8. Partiendo de los resultados de los problemas 5.5 y 5.6 aclarar
de que v;n_‘riables la funcién f depende sustancialmente.

1) f (z%) = (1011100111001010);

2) f (2% = (0011110011000011).

3) (@Y = (0111011101110111);

4) f (z%) = (0101111100001010).

5.9. Construir para cada funcién de las del problema 5.8 una
igual a ella y dependiente de todas sus variables en forma sustancial,

9.10. Aclarar para cuales n(n > 2) deponden sustancialmente
de sus variables las funciones siguientes:

DIEY=(@ V)@@V z)d ... 9 &5,V 2.) ® @dV'%:)]
2) f(2™) = (2; = 23) (s = 2y) & (T3 — ) ¥

KTy =~ 2} D ... B(2p — ) (zg — )
3) @) =C(..(zdz)d ) ... f2.) -
= (@[ @] (@] ... [20) o)
4) {(3™) = (2, > %) (2 — 23) ...
e (B = ) (T > 3) > (DD ... B, B 1);
5) f (@) =( V 3Tty « e« Tipyye) &

l%{:{ig(..-(‘![n;z}ﬁ:n

(Si1<is<. <y 2)<n iy s Bpuyy) > (21 © 2, B D)

5.11. Sean las funciones f (z) y g (3™ sustancialmente dependien-
tes de todas sus variables y las variables @, . . ., Zn, %11 - -« -2 Um
diferentes de par en par. Mostrar que las funciones f (z, . ..

v s Tnyy € (¥1r - - . Ym)) sustancialmente dependen de todas sus
variables.

5.12, Sea P°(X™) el conjunto de todas las funciones de dlgebra
légica dependientes de las variables z;, y, . . ., &, y ademas sustan-
cialmente.

1) Enumerar todas las funciones de Pt (X?).

2) Hallar el nimero [P° (X?) |.

3) Mostrar que [P°(X™)|= 2 (—1y* (:) gen~h

hw=0
4) Mostrar que lim 2*1’-"‘133l= (XM [=1.

Tl =00
o~

. 5.43. Que sean &, B, y tales colecciones de B" que & <<l < 7, ¥
sea la funcién f (z") tal, que f(a) = f () 5= f (B). Demosirar que
f (2™ depende sustancialmente de no menos que de dos variables.

5.14*, Mostrar que x; es una variable sustancial de la funcién f
si, y sélo si, esta variable entra evidentemente en la f.n.d. abreviada
de la funcién f.
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5.15. Mostrar que z, es una variable sustancial de la funcién f
si, y s6lo si, z; entra explicitamente en el polinomio de Zhegalkin de
la funcién f. v

5.16. Sea m{—%)—-_wo para cualquier conjunto no vacio
1 —
{1, - . ., 7,) de variables diferentes de ;. ¢Es verdad que f{z"}

ficticiamente depende de z,?

5.17. Mostrar que toda funcién simétrica f (J?') diferente de una
constante depende sustancialmente de todas sus variables.

5.18. Supongamos que en los vértices de la cadena @, fi;, . . .

«+, Buss 7> que une tales vértices &, y del cubo B™, que p (@ ) =

= k, la funcién (") cambia su valor m veces. Mostrar que f (z")
depende sustancialmente de no menos que de m variables,

5.19. Supongamos que f (z") depende sustancialmente de no me-
nos que de dos variables. Mostrar que oxisten tres vértices a, P, ¥
del cubo B™ que satisfacen las condiciones

0@ Py=o@ D=1, a=q f@=I@D==/F):

5.20. Supongamos que f(.;:"‘) depende sustancialmente de todas
sus variables. Demostrar que para cualquier i (1 < i < ») se podrd
encontrar tal j, que con cierta sustitucién de constantes en el lugar
de las variables diferentes de z; v z;, se obtendrd una funcién sustan-
cialmente dependiente de z; ¥y 2.

5.21. Demostrar que para toda funcién f(z") dependiente en
forma sustancial de n variables se podra encontrar una variable z
y una constante o tales, que la funcion RE =f(m, . T1q, o
Zis1s « - - T,) Sed sustancialmente dependiente de n ~— 1 variables.

5.22. Supongamos que f (z") depende sustancialmente de todas
sus variables. ;Son justas las afirmaciones siguientes?

1) Existe tal i que para cualquier j se podrin encontrar tales
constantes que colocandolas en f (z") en los lugares de las variables
diferentes de 2; y #; es posible obtener una funcién sustancialmente
dependiente de z; y z,

9) Para cualesquiera dos variables z; y ; existen tales constan-
tes que colocdndolas en # (") en los lugares de las variables dife-
rentes de z; y x; es posible obtener una funcién sustancialmente de-
pendionte de z; y ;. ;

5.28. Enumerar las funciones de P, (X*?) que pueden ser obtenidas
mediante la identificacién de las variables de las funciones siguien-
tes:

= 52y \ 7225 V Zei
= 7,773 D T2, D T3, D z, D 1.
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5.24, Mostrar que de la f (z") mediante la operacién de identi-
ficacién se puede obtenmer una constante si, y sélo si, f ) = 7 ().

5.25. Hallar el nimero de funciones f (z?) de las cuales con Ia
identificacién de las variables no se puede obtener una funcién sus-
tancialmente dependiente de una variable.

5.26. ¢Se puede obtener de una funcién simétrica f (z") con ayuda
de la operacién de identificacion, una funcién que sea sustancialmente
dependiente de todaisus variables y que no sea simétrica?

5.27. Sean @, f§, ¥, tres vértices de B", tales que & < f < "y
i (&), tal que f (a) = f (y) %= f (B). Mostrar que se pueden identifi-
car ciertas variables de la funcién f de tal manera que resulte una
funcién sustancialmente dependiente de no menos que de dos y de
no méas que de tres variables.

5.28*%, Mostrar que en la funcién f (z"), n = 4, que se realiza
con el polinomio de Zhegalkin de grado no menor de 2, se pueden en-
contrar dos variables tales que con la identificacion de las cuales se
dizminuye el nimero de variables sustanciales en uno.

5.29. Enumerar todas las funciones f (z°) sustancialmente depen-
dientes de tres variables, tales que la identificacién de cualesquiera
dos variables 1leva a una funcién sustancialmente dependiente exac-
tamente de una variable. .

5.30. Sea la funcién f (z") sustancialmente dependiente de todas
sus variables y | Ny | = 2"-1. Mostrar que al identificar cualesquiera
dos desus variables se obtiene unafuncién noidénticamente igual a cero.

5.31. Mostrar que el nitmero de funciones f (zy, Ty, . . .y Tn4a)
de las cuales mediante la identificacién de las variables se puede
obtener la funcién dada g (z;, *s, . . ., %), 8i B ~> 00 es asintébi-
camente igual a n2%". ~

5.32. Mostrar que si ¥ (z”) depende ficticiamente de z;, entonces
la identificacion de esta variable con cualquier otra Ileva a una fun-
ciéon sustancialmente dependiente de las mismas variables que f @").

5.33, Sea n > 1 y las funciones f (z™) y g (z") tales que | Njggl=
= 1. Mostrar que para todo i = 1, n por lo menos una de las fun-
ciones f o g sustancialmente dependen de z;.

5.34. Mostrar que si_’| Nfggt-;n}&f{{(-;n)] es impar, entonces la fun-
cién @, obtenida de f(z") mediante la identificacién de las varia-
bles z; ¥ z;, sustancialmente depende deHn—-‘l variables.

5.35*. Supongamos gue la funcién f(z") depende sustancialmente
de n variables. Sea vy (=) _91 nimero de los vértices de ﬁ para los
cusles /(@)1 (B) v p(z B)=1. Sea v(f)= mix v,(a).

aEB

1) Mostrar que 1V n[<v(f)<n. g
2) Indicar las g (z") y h(z"), tales que v(g)=]V r[, v(k)=n.
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Capitulo
1
CLASES
CERRADAS
Y PLENITUD

§ 1. OPERACION DE CLAUSURA.
CLASES CERRADAS

Sea M un cierto conjunto de funciones del dlgebra logica. Clausu-
ra [M) del conjunto M se llama a la totalidad de todas las funciones
de P, que son superposiciones do las funciones del conjunto M. La
operacién de obtencién del conjunto (M) de M se llama operacidn de
clausura. El conjunto M se llama clase cerrada funcionalmente (abre-
viado, clase cerrada), si [M] = M.

Sea M una clase cerrada en P,. El subconjunto & de M se llama
sistema funcionalmente completo (o sencillamente: sistema completo)
en M, si |8 = M. El conjunto & de funciones del dlgebra légica
se llama sistema irreducible si la clausura de cualquier subconjunto
propio &' de &, es diferente de la clausura de todo el conjunto &,
o sea [ = () y [#] 5= [&#). Un sistema_irreducible y completo
en la clase cerrada M se llama base de la clase 3. El conjunto M’
que se contiene en la clase cerrada M (en particular, que se contiene
en todo el conjunto P;) se llama clase precompleta en M si no es un
sistema completo en M, pero para cualquier funcion f € M~ M’ se
cumple la igualdad (M'|) {ffl = M.

Las funciones f, y f so llamaran congruentes si una de ellas puede
ser obtenida de la otra por medio de una sustitucion de variables (sin
identificacién). Por ejemplo, Jas funciones z-y e y-3 son congruentes,
pero las funciones z-y y z-2 no. Al estudiar las cuestiones relaciona-
das con las clases cerradas, suele ser cémodo sefialar una represen-
tacién del conjunto de funciones congruentes de par en par. Por ejem-
plo, la clase {&, ¥, 2, « + -y &1, Ty - - o} compuesta por el total de
funciones idénticas, se designaré por {z}.

S; M es cierto conjunto de funciones, entonces por medio de
M (X") (o por M") se designara el subconjunto de todas aguellss
funciones de M, que dependan sélo de las variables &y, T3y « 1 Zn
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1.1. Argumentar las siguientes propiedades de la elausura;

1) {[M]) = [MT];

2) si My, = M,, ontonces (M, = [0,];

3) My M,] = (M) U )

4 13] = &.

1.2. :Se deduee en el problema 1.1 la relacién 4) de las relacio~
nes 1)—3)?

1.3. iEs el conjunto & umna clase cerrada? Seé presupone que

Jjunto con cada funcién f de &, al conjunto &.]e pertenecen también
todas las funciones de P, que son congruentes a f.

) @=1{0,1);2) &= }; 8) & = {, 2}

4) P = {z;, x;-,, EytTg Tyy - vy TytTps oL oz, | 35

5) & = {0, Ve, V.. . \z,, n>1};

6) F={z @20 ...z, n>1):

N P={0, 82 ...0 Zyp, n2=1).

1.4. Anotar todo lo que depende solamente de las variables Ly

%3, ¥3, ¥ las funciones congruentes de par en par de la clausura del
conjunto &P, -

1) #={z—>1);

2) & ={0, z}
3) P={zV y)
4) P ={a"};

5 P={z@y @z}
8) % ={(00000001)}.

1.5. Demostrar que si una clase cerrada en P, contiene una, fun-
¢ién que depende sustancialments de 7 = 2 variables, entonces ella
contiene infinitamente muchas Funciones congruentes de par en par.

1.6. Enumerar todas las clases cerradas en P, tales que conten-

gan solamente un niimero finito de funciones congruentes de par en
par.

1.7. ;Es que siempre en P,:

1) la interseccién de clases cerradas es una clase cerrada;

2) la diferencia de clases cerradas es una clase cerrada;

3} el complemento de una clase cerrada no s una clase cerrada?

1.8. Reduciendo a ciencia cierta a unos sistemas completos en
P,, mostrar que el conjunto & es un sistema completo en P,, donde:

1) P={x|y)
2) P={zy @z (x~y) &z}
3) P={z—y, xDy Pz}
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4) & ={z—y, (1100001100111100)};
5) #={0, m(z, y, 2), ¥ B2},
6) &={(1011), (1411110011000000)}.

1.9. Aclarar cual de las relaciones o, —, =2, =, =, @,' ge cum-

ple para los conjuntos?) K, y K, (la relacién i significa que no se
cumple ninguna de las relaciones o, <, =2, =, =.

1) Ky=(M My, Ky=[M;) N [M];
2) Ky=[M My, Ky =M\ [M,];
3) Ky=[MU{M;N M3 Ky=[M, M, N[M,{Ms);
4y Ky=[M,N (MU M3}, Ky= M| M) UMy M,);

5) Ky=[M\(M, N M), Ko=[MI\[M [} M,]).

1.10. Sean M, y M, tales clases cerradas en P,, que M; M, 5=
= Q. Formular ejemplos de clases concretas M; y M, que satisfagan
ademds las condiciopes siguientes:

1) My N My = &, MyN\My 5= @, M U Myl = M, ) My

2) M\ Mys= @, M NMy%=@, [M|UM)=M,|M,;

3) My M,, [M,NM;]sM,N\M,;

4y MiNMy5= &, M N M 5=, [MNMj)= M N M,

5) MlnMn?l:g! Ma"\M:l:l(:g! [M],@le#MleMZ‘

1.11. Del sistema & que es completo para la clase cerrada M =
== [&] seleccionar la base.

1) #=(0, 1, z, z);

2) #={1, zy @281}

3) #={zVy, xy-z z\Vy2zn (zVy}

MF={rd1, c@Y D3 mz, Yy 2))

5 @={zVyVs3 zyz (>y)—>z (Vy)->2}

B) F={{z—y)—>ly~=2), 2V y V(¥ D2}

) P={zy, 2\ y, 2>y, T BY D2z Du}

1.12. Demostrar que toda clase precompleta en P, es una clase
cerrada.

1.13. Sean M, y M, clases precompletas diferentes en una misma
clase cerrada M 3). Demostrar que si M} s~ M* entonces M} == M}

1y Por m (z, v, £) (0 g (2, y, 2)) se designa la funcién zy \/ 2V yr, que se
llama mediana (o funcién de volacitn).

%y Los conjuntos se toman de Pj.

*) Suponemos que M = P,.
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(o sea que las clases M, y M, se «diferencian» ya en el conjunto de
funciones que dependen de una variable).

1.14. Enumerar todas las clases precompletas en la clase cerra-
da M

1) M=1[0,z; 4 M=1I[0, z\/y;
2) M = [0, 1]; By M = [0, z-y-zl.
3) M= lzy);

1.15. Comprobar si es una clase cerrada en P,:
1) el conjunto de todas las funciones simétricas;
2) el conjunto de todas las funciones f (z"), » > 0 que satisfacen
la condicién f (0% = 7 (I = Ov);
N3} el ;r;n{'unto de todas las funciones j ("), n > 1 que tienen
: 1116 Demostrar que si M es una clase cerrada en P,, entonces
M| {zl = M) {=}

.17. Demostrar que el conjunto P, de todas las funciones del
algebra légica no es presentable en la forma de una unidn Lj M;(s >
{1

> 2) de clases cerradas en P, que no sean intersecables de par en par.

1.18. Demostrar que toda clase cerrada en P, que contenga una
funcién diferente de una constante, contiene también la funcién z.

1.19. Demostrar que si una clase cerrada en P, tiene una base
finita, entonces cualquier base de esta clase es finita.

1.20. Evaluar desde arriba la potencia del conjunto de todas las
clases cerradas en P, que tienen sistemas completos finitos.

1.21. Desmostrar que si una clase no vacia cerrada en P, es
diferente a los conjuntos {0}, {1} y {0, 1}, entonces es imposible
ampliarla hasta la base en P,.

1.22. Sea M una clase cerrada en P, que tiene un ntimero finito
de clases precompletas (en M). Supongamos que cualquier clase
cerrada en A se amplia hasta una clase precompleta en M. Demostrar
que el nlimero do funciones en cualquier base de la clase M no supera
al niimero de clases precompletas (en M).

1.23. Demostrar que en la clase cerrada [z —y] se contienen
s6lo tales funciones de P, que pueden ser presentadas {con una
exactitud hasta la designacién de las variables) de forma z;V/
Vg, %gy - .., &p), donde f(z") € Pg;

1.24. Supongamos que la funcién f (™) pertenece a la clase cerra-
da [x — y] y depende sustancialmente de no menos que de dos va-
riables, Demostrar que | N; | > 27,

1.25. Demostrar (no a base del problema 1.12) que cada clase
precompleta en Py contiene una funcién idéntica.

1) 8i n =0, entonces f es una constante 0, vista como una funcién de
o-lugar.
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§ 2. DUALIDAD Y CLASE
DE FUNCIONES
AUTODUALES

La funcién g (z;, %g ..., 3} se lama dual e la funcidn
F (2 %oy o . -y &Tn) 8i g(.xl, Tyy - ooy Ty) = F (T &gy . . . Ty). Por
definicion, la funcién dual a la constante 0 es Ja constante 1 y, reei-
procamente, la constante O es funcién dual a la constante 1. Una
funcién dual a lafuncién f (2, 4, - . ., 2,)sedesignapor f*(x,, x5, - ..

S5 Tk
s ;usta la siguiente afirmacién, llamada principio de dualidad:
si @ (mlr Tgy + = =1 "-i"'n) :f(fl (-Th Tgy o o oy rrl).r ] .fm (2:11 Tgy « =«
., X)), entonces MF (z, &, . ... @) =[* ] (@, 2y - - -
LS ] xn)v LA LS ] Jf::l (1:]_9 xa- v xn))-

Supongamos que M ¢s un cierto conjunto de funciones del algebra
légica. Mediante M* designaremos el conjunto de todas las funcio-
nes duales a las funciones del conjunto M. El conjunto M* se llamard
dual al conjunio M. Si M* = M, entonces el conjunto M se llamaré
autodual. .

La funcién f (z;, &g, - . ., ¥n) se llama aufodual si f* (z;, 24, . . .

o &3) = f (21, Ty .+ ., %), El conjunto de todas las funciones
autoduales se designa por S.

De la definicién de autodualidad se deduce que una funcién es
autodual si, y sélo si, en cualesquiera dos colecciones opuestas de
valores de Jas variables ella toma valores opuestos.

Es justa la siguiente afirmacién, corrientemente llamada lema
de la funcién no autodual: si la funcién f (z") es no autodual, enton-
ces, colocando las funciones x y x en lugar de sus variables, se puedo
obtener una constante,

2.14. Es la funcién g dual a la funcién f si:

N f=z@y, g=z~Uy

2) f=a—y, L=y >z

3 f=ayVaz\yz  g=2y®2zdys
4) f=z @y D3, E=2HY D7

5) f=mpzVa~5, g y, z)=(01101101).

_ 2.2, Supongamos que la funcién f (z™) estd dada con el veetor
oy = (o, g, - - - cyn). Demostrar que la funcién f* (z") se da
con el vector (om, . . ., Gy, ©&4). -

2.3. Utilizando el principio. de dualidad construir una férmula
quo realice la funcién dual a la funcién f. Simplificar la expresion
obtenida (anotindola como una f.n.d. o en forma del polinomio de
Zhegalkin). ' ' :

1) f=2y Vyz \ atV zt;

2) f=z1Vy@atV 0)V zyz
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3) f=(z2—y) ® (=} Y)|(z ~ y2));
4 f=@VyV@@e1)-—>1.

2.4, Supongamos que la funcién f (:..':“) se tealiza con la férmula
9 sobre el conjunto {0,1 7], &, /' }. Demostrar que la funcién f* (z")
se realiza con la férmula A*, llamada dual a la férmula 9 y obteni-
da de 9 mediante Ja suslilucién d» cada entrada del simbole
& por el simboloe \/, del simbolo \/ por el &, del simbolo O por el 1
y del simbolo 1 por el 0. :

2.5. Demostrar que si las férmulas 2 y 9B sobre el conjunto
{0, 1, 7], &, Y} son equivalentes, entonces las férmulas A* y B*
1.amb1er1 seran equwalentes

2.6, Demostrar que si la funcion f (:c“) depende sustancialmente
de la variable z; (1 <i<{n), entonces la funcién f* (z") también
dependera sustanc:almente de x;. .

2.7. Demostrar que:

1) un conjunto dual a M* coincide con M;

2) el conjunto M es una clase cerrada si, ¥ sélo si, el conjunto M*
es una clase cerrada;

3) si el conjunto My es un sistema completo (o una base) en la
clase cerrada 3, entonces el conjunto dual MT forma un sistema
completo (y respeci.wamente una bage) en la clase cerrada M#*;

4) si M, = M,, entonces MT = M3.

2.8. Contal el nimero de func:oncs dBpeIldlenteS de las variables
Ty, Loy . . .y Z, en el conjunto [M*]~ [M].

1) M=(0, 2} 2) M={s Dy} 3) M={ay, 2V y, 1}.
2.9, ;Es autodual la funcién f?

1) }‘:m(z, ¥, 7

2) f=(@—>y)—z2—>(y —2);

3) f=@EVyVtVayz;
4) f=(0001001001100111);
5 =21 5@ ... B agmy @0, donde ae{0, 1}.

2.10. Demostrar que la funcién f (z*) es autodual si, y solo si,
su z,-componente f} (z") es dual a su z,~-componente f; (z").

2.11. Dellnosl,rﬂr que si f (z") es una funcidn autodual, entonces
| Ny | =21,

2.12. Mostrar que no existen funciones autoduales sustancialmen-

te dependientes de dos variables.
2,13, Contar el niimero de funciones autoduales sustancialmente

dependientes de las variables z;, x,, . .., &,
.14. Enumerar todas las funciones autoduales sustancialmente
dependientes de las variables #, y, z v mostrar que cada una de estas
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_funciones se puede ropresentar en la forma m (2%, yP, z¥) o en la
forma z® y® z® o, donde [a, B, v, o pertenecen al conjunto
{0, 1}. -

2.15. ;Con qué valores n>2 la funcién f (z®) es autodual?

1) H@E) =z (Vs ... V) Va@mY ... V)V ...
e V Zpez (Zn V 2o} V @na®n;

2 )=t (2 D2 D ... DZn) DT (2D ... D) D ..o
. B Ln-z (xn-l. D xn) & Zn-1%n3
3) f(;ﬂ)=(-'rx""‘3a) B (T, >T) @ ... B (Tn1—>Fn) D (Tn—>7y);

4) @)= Ziy Ty -

s B iasa
1t <ia<, » . <hjnypsn In2l

(donde la disyuncién se toma por todas las conjunciones mondtonas

de longitud ]n/2|, compuestas de las variables x;, %3 ..., Tn)
2.16. Sean f(z") =2, D % ® ... @ Zp, 8 (&™) = gntsa (27), i=

=1, 2, ..., n. ;Es la funcién f(g;(@™), ..., gn(z™) autodual?
2.17. Demostrar que si

1) f(%1, % ..., Ta) €S, entonces f(z, 2, ..., z) €{x, zy;
2) €S, entonces_m(zy, f, 22 @2 [) B T D T.ES;
3) FE€S, entonces z,f @ 2,25 D 2,53 D Tof D 2, D 2 € 5.

2.18. Supongamos que las funciones FE™ v @), n>1 sa-
tisfacen la condicién | Ny | = | Nye | Demostrar que:

1) si f \/ f* = const, entonces f € S;

2) si f@ j.f* = const, entonces f € S.

2.19. Obtener una constante de la funcién no autodual f mediante
la sustitucién en los lugares de las variables de las funciones z y z.

1) f=(00111001); 3) f=(z}y)—~(z Bl2);

2) f=(z VI V2)itVayz: 4 f=ayVaz\ytV s

2.20. Demostrar que si una funcién no autodual depende sustan-
cialmente de no menos que de tres variables, entonces identificando
ciertas variables suyas se puedc obtener una funcién sustancialmente
dependiente de dos variables.

2.24. Demostrar que si mediante la identificacién de las varia-
bles de la funcién f (z"), =3 no se puede obtener una funcién
que dependa sustancialmente de dos variables, entonces la funcién f
es autodual.

2.22. Sea f(z, y, 2) = m (z% y8, z¥), donde =, f, y pertenecen
al conjunto {0, 1}. Demostrar que para cualquier n >4 de la funcién
{ se puede obtener {empleando la operacién de superposicién) una
funciéon que dependa sustancialmente de n variables.
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2.23. Demostrar las equivalencias siguientes: _

Nzdy@z=m(m(z, g 2, m, ¥ 2, mz y,2)=
=nm (z! m Gr I, 5)’ m (z, y, z)) =m (m (xv Yy z)’ m (z, ¥, 2) z);

)@VyVatVazyz=m@my, s t), z, )=m(m(z, i),
m(z, z, £), m (y, z, )

3) m (=, y, z)__= m (m (z, y, z)! ¥ 2).

2.24. Sea f(z™ € Py y n>>3. Demostrar la relaci6n siguients;
F @ T @5 oy 500 2s) =

= [ (21, m (2, Tq, 23), M (2, Ty, Zy), @y, - . ., z,) @
@ f(m’ ('zll Lay xs)v Tp, M (zll Lg, 'TB):- Foy « v o=y xn) 6
f (m {"‘cl.? _zﬂl 33), m (z,'l: &“,,--za). Lgy Tiy o o ay :cn).

2.25. 1) Demostrar, empisando los problemas 2.12, 2.14, 2.23,
1) ¥y 2.24, que [m (=, y, 2}l = [m (z, ¥, 2)] = 8,

2) Demostrar que cualquier base de la clase S de todas las fun-
ciones autoduales, contiene no méas de dos funciones.

2.26. ¢Se puede obtener la funcién g de la funcién f con ayuda

de la operacién de superposicién en los casos siguientes?
1) f = (10110010), g = (1000);

2) { = (1111011100010000), ¢ = (00010111);
3) f = (11001100), g = (00110011).
2.27. La funcién f (%), n>>2 posee las propiedades siguicntess

F(@ &S y con la identificacién en ella de cualesquiera 2 [V rl
variables se obtiene una funcién de la elase S. ;Cuél es el nfimero

mayor de variables sustanciales que puede tener la funcion f @M
2.28. Enumerar todas las funciones sustancialmente dependientes
de las variables x;. x,, z;, x; tales que todo xff—componente suyo
sea una funcién autodual,
2.29. ;Es el conjunto M autodual?

N M= z0yd:z may, t~2z, y~2))

2) M={-"-"y= 3\/!1- xEByEBm[-'""- Y, z)}:

Y M={(z—>y—>y VYD2Dy, (x\/yV2)t\ zyz);
4 M=S\{z®y®z m( J 5) )

§ 3. LINEALIDAD
Y CLASE DE FUNCIONES
LINEALES

La funcién” ;(z") se llama lineal si se presenta en la forma )
@) =0 ® gz, ® ceZy B ... D oz,
donde &, €{0, 1}, 0<Li<n. El conjunto de todas las funciones
lineales se designa por L, v el conjunto de todas las funciones linea-
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les dependientes de las variables 2y, 2, . . ., z,, por L* El conjunto
L es cerrado y precompleto en la clase P,. Es justa la afirmacién
(lema.'de la juncién ne lineal):

Si f§L, entonces sustituyendo en el lugar de sus variables las
funciones 0, 1, z, y, x, y se puede obtener 2y o zy.

Sif¢ L, entonces f se llama no lineal.

3.1. Aclarar, descomponiendo la funcién f en un polinomio de

Zhegalkin, si es ella lineal.
1) @)= (02 V 55) & a5;
2) f(fz) - fl.zs ("":1_-_@ 3:2};_ -
3) f(f‘) =&, \ a3 \ w52, V 02045
4) f(2%) = (@) > ) (@2 2,) ~ 3.

3.2, Demostrar que si la funcién f (z™ toma valores opuestos

en cualesquiora dos vértices contiguos @ y f de B™, entonces ella
es lineal. ;Es justa la afirmacién inversa? :

8.3. Demostrar que si f (z") es una funcién lineal diferente de
una constante, entonces |N,| = 2", s cierto lo contrario?

3.4. Aclarar si f es una funcién lineal.

1) f(x*) =(1010 1010 0110 1000);

2) f(z%) = (1001 0110 1001 0110);

" 3) (@) ==(1001 0110 0110 1001);

4) f(z*=(0110 1001 1010 0101).

3.5. Mostrar que el nimero de funciones lineales }‘(:;7"), que
sustancialmente dependen exactamente de & variables del conjunto
{zy, %, ..., ,}, es igual a 2(:)

3.6. Hallar el niimere de funciones autoduales que pertenecen al
conjunto L™,

3.7. Mostrar que no se puede obtener la funciébn  —y de las
funciones 2 ® y @€ 2, 2 ® 1, 2 ® y por medio de la operacion de
superposicién.

3.8. Aclarar si se puede obtener xy de la funcién f sustituyendo
a sus variables por las funciones 0, 1, z, y, 2, y.

1) {{z% = (1110 1000);
2) f(z%) = (0111 1111);
3) f(z%)=(1001 1001);
&) f(@) = (2, > m5) (T2 —2,) B (Ta—5) (23— 22) D - ..

Sl @ (zn—l ""xn) (xn""’" zn—l)'
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3.9. Atlarar si'se puede realizar la funcién £ — y con una férmu-
la sobre el' conjunto @, donde:

1) ©=Lyfay V 2z V zy};

2) D=L\S;

3) ©=(LU{xy V yz V zz})\.S;

4) D= (L U{zyp)~5. .

3.10*%. Demostrar que la funcién f (z"), que depende sustancial-
mente de todas sus variables, es lineal si, y s6lo si, al sustituir cual-
quier subconjunto de variables por cualquier coleccién de constantes
se obtiene una funcién que dependerd sustancialmente de todas las
demdis wvariables,

3.11*. Mostrar que de un polinomio de grado k>3 mediante
la. identificacién de las variables se puede obtener un polinomio
de grado % — 1.

3.12*. Mostrar que de una funcién no lincal f (z%), n>>4 me-
dianto la identificacidén de las variables se puede obtener una funcion
no lineal que dependa de no mas que de ires variables. Enumerar
todas las funciones no lineales f G*‘) de las que mediante la identifi-
cacién de las variables no se puede obtener una funcién no lineal.

3.13. Mostrar que de una funcién no lineal mediante Ja identifi-
cacién de las vaciables se puede obtener una funcién congruente bien
a ay @ l(x, y), bien a 2y @ yz ® zx ® I (=, y, z), donde I (z, y)
y I (z, ¥, 2) son fuonciones lineales.

3.14. Mostrar que si f(z") ¢ L, enlonces en B™ se podrd en-
contrar una cara bidimensional tal, que exactamente en tres vértices
de ella la funeién f (z™) toma el mismo valor.

3.15. Sea la funcion f (™ tal que para todos los i, j (1<i <<
<jKn)} fu (#2) = f;y (@"). Mostrar que f (z") € L.

3.16. Aclarar cual de los sistemas enumerados a continuacion
forma una base en L.

1) {1, = @y} H{0zoyez@1)y

DN{z~y, zdy®z); S {1GrDydz, 2By @ 3).

N{z~y, 2@y 04

3.17. Seleccionar todas las bases de un sistema completo en L.

1) {0, 1, 21, z~y, 2Dy Sz};

2){z~y, (z~y)~z2 z20yPz, 7Y Dz DY

N0, g~y ~z, D1, =Dy}

3.18. Demostrar que cualquier sistema completo en [ contiene
no menos de dos funciones,

3.19. Demostrar que cualquier base en L conliene no menos de
tres - funciones.

3.20. Demostrar que existe solamente un ntimero finito de clases

cerradas que contienen sdlo funciones lineales, Enumerar todas
estas clases.
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3.21. Mostrar que cualquier clase cerrada que contenga un niimero
finito de funciones no congruentes de par en par se contiene en L.

3.22, La funcién f (z"), n>>1 satisface las condiciones:

1} | N; | = 2"1 2) f @ f* es una constante,

Mostrar que f (2™} € L |) S siempre que n<{3. Poner un ejemplo
de la funcién f que satisfaga las condiciones 1) y 2) y que no perte-
nezca al conjunte L) S.

- 3.23. Demostrar que L NS ={z® y & z D 1].

3.24. Mostrar que L* = L.

3.25. Enumerar todas las funciones no congruentes de par en
par f que satisfagan las condiciones siguientes:

1) f&L;

2) e.tfg.lquier subfuncién (propia) de la funcién f es lineal.

3.26. Contar el nimero de funciones lineales autoduales f (z7)
gue dependan sustancialmente de todas sus variables.

3.27. ;De cuéintas maneras se pueden colocar los paréntesis en
la expresién x, - z4 =2z, -»z, -, para que se obtenga una
funcién lineal?

8.28. Sean f(Z) €L NS, £(0,0, ..., 00 =7(0,0,...,0,1)
yi{e, o o ooy o) = 0.¢ Aqudesigual f (&, Gy, v . oy Gy Gn)?

3.29. ;Con cudles n existe una funcién lineal f (5"‘) que satisfaga
la condicién f(0, 0, ..., 0)==f (1,1, ..., 1) ¥y que sea simé-
trica? N

3.30. Sea f (z™) tal que

314-'-:.{'n(5")=51x5 ¥y fgilé.'.'-'ll"n'(gn}"';a-
Mostrar que f(z") ¢ LY S.

3.31*. Enumerar todas las funciones f no congruentes de par en
par, no lineales, tales que cualquier identificacién de las variables
lleve a una funcién de L.

3.32*%, Enumerar todas las funciones no congruentes de par en
par f4 L) § de las que con cualquier identificacién de las va-
riables se obtiene una funcién de L N S.

3.33. Sea Q ={0, =z, /i, fo, f3}, donde f,, f,, f. son funciones
diferentes de par en par, sustancialmente dependiente de las variables

Ty, Ty, . . .y Ty (2> 1). Demostrar que el sistema @ es completo
en P,.

§ 4. CLASES DE
FUNCIONES
QUE CONSERVAN
LAS CONSTANTES

Se dice que la funcién f (z°) conserva la constante 0 (la constante 1),
si (0,0, ..., 0)=0 (respectivamente si f (1, 1, ..., 1) = 1).
El conjunto de todas las funciones del 4lgebra légica que conservan
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la constante O se designa por T, v el de las que conservan 1, por T,.
El conjunto de todas las funciones del dlgebra légica que dependen
de las variables z,, z,, ..., z, ¥ que conservan la constante 0
(la constante 1) se designard por T (respectivamente por T7}). Cada
uno de los conjuntos Ty, 7, es una clase cerrada ¥ precompleta en P,.

4.1. Aclarar a cu4l de los conjuntos 7'y |y T,, 7, . T, pertenece
cada una de las funciones enumeradas a continuacién:

1) (e V y) =y W~ 2) —2);

2) (zy —2) | ((z —y) } (z @ 2p));

N E=-n&i) Ve —y).

4.2. Aclarar con cudles » la funcién f (z") pertenece al conjun-
to T, ~ To.

1) 1@V=2,02,® ... Dz, S 1;

2) fEY)=(... (Br>2) >3 > ... >z,

) fE)=(.. (B1—2) =>Z3) > ... >2,) D

B .. (= Z) o) > ... 2,22 D ...
s B (T T L Epn);
HiEY =10 ¥ zuzuz,.
l=ih<la<izg=sn

4.3. Aclarar con cuéles n la funcién f,(z") dada en forma
recurrente pertenece al conjunto 7'y~ T, |J(T;\Ty)

1) fz(;z) =y B =z,
In @) = (@1 faca @D @0V fra @), n>2
D hilm)=21, fa(2, z)=2 @ 2, ”
-fn (;ﬂ) =Zh-gTn @ !n-z (‘r“-z}l ’323:
3) fi(z) =2, foly, ) =% V Za, _ -
In (@) =fra(z2") @ 2nfn-2 (2"?), n=3.
4.4. ;De cudntas maneras se pueden colocar los paréntesis en la
expresion z, — 2y —&, —z, —z; para obtener una férmula gue
realice una funcién de 7'y?

4.5. Contar el niimero de funciones que dependen de las variables
%), &a, . . .4 Ty en cada uno de los conjuntos siguientes:

1) ToNTy 5) IN(ToNTyi  9) SA(ToUT:
9) ToUTs; 6) LN(ToUTy); 10) SO(TeNT);

3) ToNL; 7) T.NS; 11) S\(ToUT2);
& T,UL; 8) Ty\S; 12) (S\To) N T .
13) LOSNTy;

14) LN(ToU(T N SD;
15) (LUS)IN(TeUTy).
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4,6, Hallar la funcién f (z, =, ..., &) si

1) f iz, Tar - o @) €T T

2) f (2, T3y -+ Ta) EL N (T2 N S)

3y Filxs, Boy - woen Ty ES N T

4.7. Aclarar si se puede obtener la funcién f mediante la opora-
ci6n de superposiciéon sobre el conjunto @ si:

1) f=zdy, O={z—y}

9) f=z—y, D={ay, zV ph

3) f=zVy, ©O=T,UENLUTY):

4) f=ay, @ = (T \LYU{z & y}-

4.8. Demostrar que:

V=l z@ yl =1z \/ y. 2 ® yl;

HT=IkVy z~y =lay, z~ yl

N ToNTy=Ilzy, 2@ y D 2l

4.9%, Demostrar que cualquier base en 7, contiene no méas de
tres funciones. Poner ejemplos de bases do clase T, que estén forma-
das de una, dos y tres funciones.

4.10*. Demostrar que cualquier base en T, [] T contiene no més

de dos funciones. Poner el ejemplo de una base que esté formada de
una [uncién.

4,11, ;Existe en la clase T, (1 7, una funcién que dependa de
tres variables v que forme en ella una base?

4.12. Demostrar que:

BWLNT,=I[z& yl;

QL NT=Ile~yh 2 -

3 SNTo=lay Vyz Vizz,z® y @zl =lzy \/ yz V zal.

4.13. _La funcion f(:r:'“}, no determinada en todos sus puntos, es
igual a cero en las colecciones (000), (001} y cs ipual a la unidad en
las colecciones (011), (100), (110). Acabar de determinar la Tuncidén
f (z®) en las demds colecciones de tal manera que la funcién obtenida
forme una hase en 7,

4.14*. Demostrar que si la funcidn f es sustancialmente depen-
diente de no menos que de dos variables y f & 7ol 7,, entonces
LnsS= ).

4.15. Aclarar si son bases en 7', los sistemas siguientes:

D {ay Vs iz, a®y )

2) ta:y, c@y® z z\yh

3) {zy @ z};

4) {xag@zl xyv“’cvyvz}‘

4.16. Poner un ejemplo de una funcién simétrica f (z*) que forme
un sistema completo en 1.

4.17. Demostrar que .

.LnTn ﬂT1=L’nSnT0=L ﬂS nT]_:L nS ﬂ?‘n nT].'
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4.18%. Demostrar que las clases Ty N L, T, NS, T, N 7, son
precompletas en T,

.19. Demostrar que el sistema de funciones {1} |

U AT N(T7U L{J 8)) es completo en P,.

.20. Demostrar gue:

1) 7%= Ti;

2)(T0UT1) =Ty 7y

N(TyU WU SY Ly =1,J 1, SU L
4) ((Tn ﬂT1)U S =(To NTYHU S;

N ATy S8)* =Ty N\ 5

6) (S\T.,)* =SN\T.

4.24. Supongamos que f(ZY €S NL NTe F(1, 1,0, 1,) =1
y f (%) depende sustancialmente de no menos que de dos variables.
Hallar f (z%).

4.22. Demostrar que las clases L N Ty, L N 7.y L NS, (0, T,
v solamente ellas, son precompletas en L.

4.23. Demostrar que f € (T ) T'1) U S si, y sélo si, mediante la
operacién de superposicion de f no se puede obtener ni una de las
constantes.

§ 3. MONOTONIA
Y CLASE DE FUNCIONES
MONOTONAS

Una funcién hooleana j(:E") se llama mondlona si para cuales-
guiera dos colecciones @y |3 de B", tales que uéﬁ tiene lugar la
desigualdad f (@) <j (B)- En el easo contrario f (z") se llamara no
monétona. El conjunto de tedas las funciones hooleanas mondtonas
se designa por M y el conjunto de todas las funeiones dependienties
de )as variables z,, #,, ..., #,;, por M". El conjunto I es una
clase cerrada y precompleta en P,. Es justa la afirmacion (lema de la
juncién no mondtona): si f ¢ M, entonces sustituyendo en el lugar
de sus variables las funciones 0, 1, =, se pusde obtener la funcién z.

El vértice & del cubo B” se 1lama unridad inferior (cero superior)
de 1a funcién monétona f (z™) si f (6'") = 1 (respectivamente f (@) = 0y
v para cualquier vértice P de B < @ se deduce que f (B) = 0 (respecti-
vamente de o < f§ se deduce que f (ﬁ] = 1),

5.1. (Cudles de las funciones enumeradas a continuacién son
mondtonas?

1) &= (2—¥); 5) f(@®) = (00110111);
. 2) > (y—>2); 6) f(z%) = (01100111);
1 8) ay(z D Y); 7) f (7% = (0001010101010111);

L sy Dyz @ zz @z 8) f(z4) ={0000000010111111).
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5.2. Aclarar con cuiles n la funcién f(z") es monétona.

1) (;“) e E T 5y
L icign
2) @) =517y cer Tpy Ty (T B 2, B ... D Tn)i

n
N flaV=m2p ... 2, P E:&, cer TgaTrey s - Fne
foi
5.3. Demostrar que para las funciones mondétonas f(:?“) son
justas las siguientes férmulas de descomposicién:

1@ =afy &) VLG
1@ =@V iEY) &f @G
5.4. Demostrar que para cada funcién monétona f, diferente de

una constante existen f.n.d. y f.n.c. que no contienen negacién de
las variables y que realizan f.

5.5. Determinar el nimero de funciones monétonas f (z*), tales
que (0,1, 1)=7(1,0, 1) =1, f(0, 0, 1) =0, gue existen.
JCuéntas funciones tales pertenecen al conjunto M ~ S? ¢Hay entre
ellas funciones con variables ficticias?

5.6. Supongamos que f (z*) € S 1 M, f(0,0,1,1)=f (1,1,1,0)=
= 1, f (*) depende sustancialmente de todas sus variables. Hallar
1 &Y.

5.7. Demostrar que si f no es una constante y f \/ f* lo es, en-

- tonces f ¢ M 1§ S.

5.8. 1) (Es verdad que si i " es mondtona, entonces de las
condiciones

% BeBy, v >v@, IBI>Nal @ =1,
se deduce la igualdad f () = 1?

2*) Supongamos que para cualquier k (0-Ck << n) de las condi-
ciones f (@™ =1, v (@)<<2™* — 2%, v (B = v (@™ + 2* se de-
duce que f (B”) = 1. Demostrar que f (z") € M.

5.9. Enumerar todas las funciones f (z%) € M que satisfacen las
condiciones siguientes:

HF, 0,0 0=1, f(0,1,1, 1) =0

2) f(1,0,0,0 =1, f{)€EL

3) 70, 1,0, 0)==1 (1, 0, 1, 1), f (&) es simétrica;

4) (1,0, 0,4)=0,f€8.

5.10. Mostrar que si f (z") no es monétona, entonces existen dos
tales vectores %, p de B, diferentes exactamente en una coordenada,
que @ < B, pero f (@) > 7 (f).
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5.11. Mostrar que la funcién f, que depende sustancialmente de
no menos que de dos variables, es mondtona si, y sélo si, toda subfun-
cién (propia) de la funcién f es monétona.

5.12. Poner un gjemplo de una funcién no monétona f (z") que
tenga cada subfuncién del tipo f5 (3"), i = 1, n, ¢ € {0, 1) monétona.
4Cual es el niimero de tales funciones que dependan de las variables
del conjunto {z;, z,, ..., z,}?

5.13. Mostrar gue la funcién f (z") es monétona si, y soélo si,
para cualquier k& (A = 1, n — 1) de cualquier subconjunto no vacio

{is, ..., i} = {Lﬁ; .., n} ¥ cualesquiera ‘_colecciones g =
=05, - .., OR) ¥ T = (T3, ..., Tx), tales que <7, se cumple la
relacién

£y weay iy ,~ D1y eany iy o~ T vy o
for..'a, " @MV fuy.lxy * (Z") =frre.m " (E").

5.14. Demostrar quoe ninguna implicante simple de una funcién
mondtona contiene variables negativas.

3.15. Diremos que una c.e. monétona K sobre el conjunto de
variables 2y, x,, ..., ¥, corresponde al vector (u,, og, ..., &)
de B™ en el caso de que «; = 1 para cualquier i = 1, # si, v sélo
8i, z; entra en K. Demostrar que si el vector @ es la unidad inferior

de la funcién monétona f (E"). entonces el polinomio de Zhegalkin
contione en calidad de sumando la conjuncién K que corresponde al

vector a. _

5.16*. Sea f(z") una funcién monétona y simétrica tal que
Ny ={a: fa|l=k «€B". Con cuiles rn y k su polinomio de
Zhegalkin contiene en calidad de sumando aunque sea una c.e. de
rango k& + 27

5.17. Mostrar que no existen funciones monétonas autoduales
que tengan exactamente dos unidades inferiores.

5.18. Determinar si existen funciones monétonas autoduales con
tres unidades inferiores que dependan sustancialmente de

1) tres variables;

2) mas de tres variables.

5.19%. 1) Mostrar que el nlimero méximo de unidades inferiores
de una funcién monétona f (z™) es igual a _(‘;n?gl).

2) ¢Cuintas funciones monétonas f (z®) que tengan (1,.’}21)-
unidades inferiores hay?

5.20. Mostrar que si se cambian en forma arbitraria los valores
de una funcién mondtona en ciertas unidades inferieres suyas por
cerog, entonces la funcién obtenida también serd monétona.

5.21. Mostrar que | M™ |;2(wz]).
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5.22. Contar el nimero de funciones gue hay en cada uno de los
conjuntes siguientes:

1) M* N\ (T5 0 T3 4 M™ nL*nSY
2) M\ (TPU T, 5) L\ (M"| S™).
3y M L™

5.23*%, Mostrar que:

1) |S*NM™"| << |M™!],  para nZ=21;

2) |M"| < | M3, para nz=1;

3) |MM << M™222% ", para n>2.

5.24. Sea m (n) el'niimero de funciones monétonas que dependen
de las variables z;, 2,, . .., x,. Mostrar que m (1) = 3, m (2) = 6,
m (3) = 20, m (4) = 186.

5.25. Contar ¢l ndimero m, (n) de funcioncs monétonas f (z)
que dependen suslancialmente de » variables (para n — 1, 4).

5.26*. Demostrar que | WM™ | << | §™ | para rn>=4.

5.27. {Cudl es el nimero de funciones monétonas autoduales f (z4)
que dependen sustancialmente de todas sus variables?

5.28*, Utilizando aquello (véase el problema 1.1.18) de que el

cubo B" se puede dividir en ([.}s)) cadenas crecientes no interseca-
das, mostrar que :

n i
1) 1317 < (o072, 2) 1M < )72 o,

5.29*%, Partiendo de 1.1.18, demostrar que | M ;gs(f"f“).

5.30. Demostrar que el niimero de funciones monétonas f (z%)
en las que cada unidad inferior tieme un peso que no supera a k

g
(0<LE<n/2), no es mayor de 1 + k& k).

5.31. Sea (4, <) un conjunto pareinlmente ordenado. La fun-
¢ién f, delinida en el conjunto A y gque toma sus valores del conjunto
{0, 1}, se llama mondlona, si para cualesquicra @ y B de A, tales
que a<P, se cumple la relacién f (a)<f (f). Supongamos quo
m (A, <) es el nitmero de diferentes funciones monétonas determina-

das en A. Hallar el Iml’n m(d, <) el mix m (A, <) e indi-
Al=n

. . {4 ==
car en qué conjuntos parcialmenle ordenados de n elementos se al-
canzan ©0stos valores minimos y maximos. 1

5.32*, Poner un ejemplo de una sucesién de funciones mongtonas
fa @™, n =1, 2, ... tales que el namero de unidades inferiores
d.e la funcion f, (..*EE") supere en 2™/n veces cl nimero de ceros supe-
riores. i

5.33. Demostrar que si el niimero de unidades inferiores de una

funcién monétona f (2™ no es menor de 2, entonces la funcién de-
pende sustancialmento por lo menos de dos variables.
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& 5.34*. Sea ¢ (f) el niimero de unidades inferiores de una funcién
mondtona fy p (f), el ndimero de sus variables sustanciales, Demostrar
que p (f)y>log, ¢ (f) — log, log, t (f).

5.35. Sea fEM™ y my (f), ol nimero de vectores & de BF
tales que f (@)=1, gy (f)=mx 0‘)/ (-;:—) . Mostrar que gy, (f) < qn (1),
k=1, n.

5.36*. La funcién @ (z") determinada en B™ que toma valores
arbitrarios y reales, se llama funcién mondtona generalizada, si de

a<f§ se deduce que ¢ (z)<o (f). Demostrar que una funcién
mondétona generalizada puede ser representada con una combinacién
lineal de funciones booleanas monétonas del tipo siguiente:

@@ =ct+ 2 apf@),

=™ €M Tg

donde ¢ es real, a; >0. ,
5.37%. Sea @ (2") una funcifn monétona generalizada y an (o) =
-1 —
= ( :) 2 o (a@). Mostrar que gu (9) << gx (@), k=1, n.

GeBy

5.38%. Mostrar que si f (") ¢ M (n>>4), entonces identificando
las variables de ella se pucde obtener una funcién no mondtona de-
pendiente de no més que de tres variables. o e

5.39. Determinar si de la funcidn zyz \/ ¢ (zy —z) se puede
obtener z: i ’

1) identificando las variables;

2) identificando las variables y sustituyendo-ciertas variables
por la constante O;

3} identificando las variables y sustituyendo las constantes.

3.40*. Mostrar que si f (z") ¢ M) S (n>>3), entonces, identi-
ficande las variables, de ella se puede obtener una funcién no monéto-
na, no autodual y que dependa sustancialmente de dos variables.

5.41. Mostrar que si f € M, entonces {* € M,

5.42, Mostrar que cualquier funcién mond6tona se contiene en no
menos de dos clases de Ty, T, L.

55_43. Mostrar que M no se contiene en ninguna de las clases 7,
Ty, 8, L. o

5.44. ;Se puede obtener la funcién zy de la funcién zy \/ yz \ zz
mediante la operacién de superposicion?

5.45. :Se puede obtener ) por medio de las funciones zy, x\/y, 17

5.46. Mostrar que el conjunto {0, 1, zy, = \/ y} forma una
base en” M. .

5.47. Seleccionar del conjunto {0, 1, ay, =z \/ y, 2y \V z, ay V
\ yz \/ zz} todos los subconjuntos que son bases en M

5.48%. Mostrar que cualquier base en M contiene no més dé
cuatro ¥y no menos de tres funciones. ’
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5.49. Mostrar que cualguier base en Af que esté compuesta de
tres funciones contiene una funcién gue depende sustancialmente
do tres o mas variables.

5.50. Poner ejemplos de bases en las clases siguientes:

HTond; 27, NM; 3} LNM

5.51. Sea f (2™ € M (nZ>=4). Demostrar la justedad de la repre-
sentacion

f{.’l’-’") =m U (x.l! Xyy Tgy Ty « « oy xn)i
f(xl‘ Ty Fgy Tgy + v o In)s f(-'""a’ Tgy Lgy Ty« o oy xn)r
donde m (z, y, 2) = ay \/ yz \/ zz.

5.52. Mostrar que:

1) 2y \/ yz \/ 2z forma una base en M N §;

2) cualquier funcién de M [} § que depende sustancialmente de
méis que de una variable, forma una base en M N §.

5.53*, Que sea & un conjunto formado por todas las disyunciones
elementales mondtonas y &%, el conjunto de todas las conjunciones
elementales monétonas. Mostrar que los conjuntos 2 {J {0, 1},
e {0, 1}, M nT,, M7, y solamente ellos son precompletos
en M.

~on,  Mo12P-2Rq

5.54*. Que sea f(y? }zu&u {&u (y1 = ¥;., o). Demostrar que
|Ny| = |M"|.

5.55. Supongamos que f es monéGtona y depende sustancialmente
de n variables. Demostrar que o bien su f.n.d. abreviada tiene un
sumando de rango mayor que 'z — 1, o bien su f.n.c. abreviada
tiene un factor de rango mayor que ¥V'rn — 1.

§ 6. PLENITUD
Y CLASES CERRADAS

En P, es justo el siguiente criterio de plenitud.

TeopEMs (Post). El sistema & es completo en P, si, y sélo si,
él ;}J se contiene por completo en ninguna de las clases T'y, Ty, L, §
y M.
La funeién f (z") se llama shefferiana (o funcién de Sheffer) si
ella forma una base en P,.

Supongamos que la funcién f (z%) depende sustancialmente de
todas sus variables. Por M (f (z") designan el conjunto de todas
las funciones tales que se obtienen de la funcién f (") medianto la
identificacién de las variables, teniendo en cuenta que la propia
funcién f no pertenece al conjunto N (f). Si » << 2 entonces, por
definicion M (f z")) = @. El conjuato N (f (z™) se llama sistema
hereditario de la funcién f(:":'“}. La funcién f se 1llama irreducible
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si [N (f)] 5= If]. La base B de una clase cerrada K se llama simple
después de sustituir una clase arbitratria f de @ por su sistema
heceditario se obtiene un sistema no completo en X. La funcién f
que no pertenece a la clase cerrada K, se llama simple con relacién
a K si su sistema hereditario M {f) se conticne en K.

6.1. Mostrar que en P, no existen clases precompletas diferentes
de las clases Ty, 7, L, 8§, M.

6.2. Aclarar mediante el criterio do la plenitud si el sistema &
es completo.

1) P={g—y, z—>y-2)

2 P={z-y, T~ yz)

3) #={0,1, z2(y~2)Vz({y @2k

4) & ={(01101001), (10001101), (00011100)};

5) &P ={(0010), (1010110111110011)};

) &= (S\M) YL\ (ToUT1));

Ty P=(SNMY (LMY (Te\S);

8) Fe=(M\(TeNTy))ULNS).

6.3. Demostrar que si la funcién f depende sustancialmente de
no menos que de dos variables y pertenece a la clase S f} M, enton-
ces el sistema {0, f} serd completo en P,. _

6..4 ;Es completo el sistema & ={f, (z"), f, (z")} si:

1) heS~M, f,aLUS, i fo=1;
2) f1&T. UL, f26 8, f1-’-T2=1;
3 HETNTy. [HEMNT,, fi—fh=1?
6.5. ¢Es el sistema & ={f; (z7), fo (T"), f4 (")} completo si

se sabo que L ELU(ToNT), LEMNL fofassl yh
Vig=1?

6.6. Soleccionar todas las bases posibles del sistema & comple-
to en P,

) F={=Vy@VY), @32 @Y~z m(z y 1))

2) P={1, 2, ay(y~z), 2Dy @mz, y, 2)}

3) P={0, z@y, (x> {W~2), (@(zy))-~2% _

4) F={zV (2@ YV 7 @~y ~3 zy® zu, m(z, y, 2)}.

6.7. Poner respectivamente tres ejemplos de bases en P, que
contengan una, dos, tres y cuatro funciones.

6.8. Enumerar todas ]as diferentes bases en P, que contienen
solamente funciones dependientes sustancialmente de las dos va-
riables z, y (las bases se consideran diferentes si una no se reduce

a otra mediante la operacién de un eambio de nombre de lag va-
riables).
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6.9. Aclarar 'si se puede ampliar el conjunto 9 hasta una base
en P,

1y A={z @y, m(z, y, ) 3) A=M~ (T, U T1);
) A={x~y, 2V yzh 4y A=LNM.

6.10*. ;Existe una base en P, formada por cuatro funciones
fo for for fu tales que fy € 7o, 3§ Tv, f3 4L y 4 6 S5?

6.11. Empleando operaciones teérico-conjuntivas expresar la
clausura del cenjunto 9 mediante las clases cerradas conocidas
TDI Ty, L, 8, My P,

1) A=P\(ToUT,UL DS UM);

2) A=M\(T,UL); 6) A=S\(To\Th);
3) U=M\(ToNTyY; 7) U=L~(ToUTy)s
4) A=M~L; 8) A=T~Ty

5) A=ToN(L\S); 9 A=(ToNTONM.

6.12. Aclarar cuél de las relaciones =, =, =, =, =, # tiene

=1 =1

lugar para las clases K, y K, (la relacién i significa que no se
cumple ninguna de las demdés cinco relaciones restantes).

1) Ky=lzV(zdy) Vi, K=lzVy, 2@ yl;

2) By=[z~y, 2V yzl, Ky=I[zyz);

3) Ky=[xy, =D yl, Kye=[z—>y, T~y);

4) K;=[1, zV yl, Ki=[z2®dy, =V yz;

5) Ky=miz @y, z2~yz2l, Ky=im(z, ¥, 2), 26y02z81,
zy P z);

6) Ky=[z—yl, Ky=|z By, m(z, y, 3)].

6.13. 1) Demostrar que en P, (X?®) existen exactamente dos
funciones de Sheffer.

2) Contar el niimero de funciones de Sheffer en P, (X?).

6.14. 1) Demostrar que si f¢ 7,) 7,1) S, entonces f es una
funcién de Sheffer.

2%) Contar el nimero de funciones de Sheffer en P, (X™).

6.15. Demostrar que de una funcién de Sheffer, que depende
sustancialmente de no menos que de tres variables, mediante la
identificacion de las variables se puede obtener una funcién de
Sheffer dependiente sustancialmente de dos variables.

6.16. ;Con culles n (n>2) la funcién f es shefferiana?

1) f=1a® E ETH
iSi<iSn
2) f=1 D2, DI D ... BTy Ty B 2,7y '
3) f=(@1—2) B (2— xs) @ . ® (Fnoy = Tn) @ (Tn—> 21
4 f=@lz) (@l @ ... 8 (z,‘_,.l:z,.,) D (zalzs);
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9) f=1& (z;—> x) (-"‘-'2—"_35_2 cee (3_?-1—*3%) (Zn = 24);

6) f= &y, Ty z
g v ﬂlf'z]-
l$i|<iz{Y.f[n;2].{=n 4 L

6.17. La funcién { no pertenece al conjunto 7, |) M y toma exac-
tamente un solo valor igual a cero. Demostrar que ella o bien es
una funcién de Sheffer, o bien depende sustancialmente de uma
sola variable.

6.18. Poner el ejemplo de una funcién de Sheffer que dependa
sustancialmente del niimero menor posible de variables y que toma
el valor unidad en la mitad exacta de todas las colecciones de loa
valores de las wvariables.

6.19. Poner el ejemplo de una funcién f (") tal que para cual-
quier k (1<k<{n — 2) .y cualquier subconjunto i, iy, . .., ix
de {1, 2, ..., n}, la funcién

e (i) )

i

es shefferiana.

6.20. Que sea la funcién f monitona y tenga exactamente dos
unidades inferiores. Demostrar que 7 es una funcién de Sheffer.

6.21. Demostrar que cualquier funcién autodual no perteneciente
al conjunto 73 1) 73 L |J M forma una base en la clase S.

6.22. 1) Demostrar que cualquier funcion de la clase L pertenece
aunque sea a una de las clases 7y, 75, S y M.

2) Poner ejemplos de funciones lineales contenidas exactamente
en una de:las clases 7y, 7y, S >

6.23*. Poner el ejemplo de una funcién de la clase 7o que no
forme base en 7'y y que no pertenezca al conjunto ULy sy m.

6.24. Poner el ejemplo de una funcién no lineal f (@™ que de-
penda sustancialmente del menor niimero posible de variables y que
satisfaga la condicién siguiente: para cualquier nimero i (1-<{i<n)
cada una de las funciones 71 (z") y 7! (z") toma el valor unidad exacta-
mente en 27-* colecciones de valores de las variables.

6.25*. Demostrar que de funciones no lineales sustancialmente
dependientes de rZ>>4 variables se puede obtener, medianie la
identificacién de las variables, una funcién no lineal dependiente
sustancialmente de » — 1 variables.

6.26*. Demostrar que si la funcién f no pertenece al conjunto
L|) 8§ y depende sustancialmente de n>>4 variables, entonces
identificando en ella las variables se puede obtener una funcién no
lineal ¥ no autodual que dependa sustancialmente de n — 1 va-
riables. ¢Es justa esta afirmacién para n = 3? _

6.27*. Demostrar que de una funcién de Sheffer f (z™) sustancial-
mente dependiente de r>3 variables se puede obtener mediante
la identificacion de las variables una funcién shefferiana dependiente
sustancialmente de n — 1 wvariables.
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6.28. Determinar si son justas las sucesiones siguicntes:

D 7¢(ToU M) \NS=>feLllU M

2) féTol) Ty U M =~f es una funcion de Sheffer;

N fer) SUM=fe(L\T) NS M)

4 fELY S|y M =fes una funcién do Sheffer.

6.29. Supongamos que el subconjunto 9 de P, (X™) contiene
més de 221 funciones. Demostrar que siempre que n>2, 9 es
completo en el sistema P,. _

6.30. Demostrar que cualgquier funcién de una base simple en P,
es simple con relacion a cierta clase precompleta en Pa.

6.31. Hallar todas las funciones no congruentes de par en par
y simples con relacién a la clase K.

1) K= Ty 3) K =10, 1, zl;

2% K =L N8; 4) K=I0,1, z, zl.

6.32. Demostrar que las funciones, simples con relacién a la
clase K y no congruentes de par en par entre si, se llevan a efecto

con las funciones del conjunto 9.
1) K=T,N 7T, A={0,1, =z}
2) K=T,NLNS, A={0,1, z, zy, =\ v,

m(z, y, 2), m(z, y, 2)}.
6.33. Demostrar que en P, existen:
{1.)456;0 dos bases simples compuestas de una funcién {z |y}
vy {z{uh
2*) sélo tres bases simples compuestas de cuatro funciones
0.1, 20y@® 2 }!}I donde f € {zy, 2 Vim (z, ¥, 2)}



Capitulo
III

LOGICAS
k-VALENTES

§ 1. REPRESENTACION
DE LAS FUNCIONES
DE LAS LOGICAS k-VALENTES
CON FORMULAS DE TIPO ESPECIAL

IEn todo este capitulo se supone que el nfimero % es patural y
mayor de dos. Por E, se designa el conjunto {0, 1, ..., kA —1

La funcién f (z%) = f (2, 25 . . -y ) se Nama funcion de la logica
k-valente si en cualquier coleccién o = (o, @y, . . ., o) los valores
de las variables son z;, %,, . . ., &,, donde «; € Ey; el valor de f (o)

también pertenece al conjunto .. La reunién de todas las funciones
de la légica k-valente se designa por P,. Los conceptos de variables
ficticias y sustanciales, de funciones iguales y congruentes, de férmu-
las sobre conjuntos de funeiones (y enlaces), de operaciones de super-
posiciéon y clausura, de clase cerrada, de base y otros, se definen
en las légicas k-valentes lo mismo que los conceptos respectivos del
dlgebra légica. Por eso en lo sucesivo solamente e citan las defini-
ciones de aquellos conceptos que se diferencian esencialmente de los
conceplos andlogos en P,

Se consideran elementales las siguientes funciones de la légica
k-valente:

Las constantes 0, 1, . . ., k — 1; estas funciones se van a exami-
nar como funciones dependientes de un numero finito y arbitrario
(incluyendo también el cero) de variables;

la negacién de Post: z -+~ 1 (méd k), designacién: z;

la negacién de Lukasevich: (k — 1) — z, designacion: ~z o Nux;

la funcién caracteristica del ndmero i: j, (x), i = 0,

1 k—1; j { 1, si =i,
veoml— 4 =1 o 5 pea
la funcién caracteristica (de segundo género) del nimero i:

. k-——-i, i Te={,
Jiz), i=0 1, ..., k—1; Ji(z]u{ A
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el minimo de x ¢ y: min (z, y);
el mdzimo de z e y: méx (z, y);
la suma per médule k: z -+ y (méd k), que se lee: z mds y por
mddulg k), e
el producto por mddulo k: z-y (méd k), que se lee: eproducto de =
por y de médulo kv»');
la diferencia {runcada: .
. { 0, si 0<z<<y<Lh—1,
M z—y sl 0Ly <LaLh—1;
la implicacion:
(k—1), si 0L y<hi—~1,.
””‘{ (k—1)—z+y, si 0Ky<z<b—1;
funcién de Webb: méax (z, y)--1(méd %), se designa: vy{(z, y);
la diferencia por médulo k;
z—y, 8 0<y<<a<h—1,
:c—y—{ k—(y—uz), si 0O<e<y<<h—1.
Las funciones (operaciones) min, mas, + y- tienen las propieda-
des de conmutatividad y asociatividad. Ademés son justas las rela-

ciones:
- Y= () + (y2);

—la distributividad de la multiplicacién con respecto a la suma;

méx (min (z, y), 2) = min (mdx (z-2), mix (y-2)):
- la distributividad de la operacién méx con relacién a la opera-
¢cion min;

min (méx (z, y), z) = méx (min (2, 2), min (y, 7))
— la distributividad de la operacién min con relacién a la operacion
max;

' méx (z, z) =z,  min(z, z) =2z

—la idempotencia de Jas operaciones mix y min.’

Se Introducen por definicién las igualdades siguientes:

miX (Zyy . . o Tnoyy Tp) = MAX (MAX (23, . . ., Zpy), T), 72>
min (#;, . .., Zyg, 7,) = min (min (2, . . ., Zooy), Zoh n == 3;
0, siz=10, '

e { E—2x, siz=0.

‘Tomando en cuenta la asociatividad del prodicto por médule &,
la multiplicacién z-2. ... -z (I factores, i>1) corrientemente se
escribe en forma de potencia z% é

Cualquier funcién f (z;, ., . .., ;) de P se puede representar
en la asi llamada primera jorma que es una andloga de la f.n.d.

. ?) En todo esté capitulo, si no se indica lo contrario, losfsignos - y - se
nterpretan como signos de suma 'y multiplicacién por mddulo k.
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perfecta para las funciones del dlgebra logica:
[ (@, Tas ooy Tp) =
—méx{mm (f (o4, ‘35- e Jol (z)y Jo, (@a)s + + oy Tan (Z2))),
T - ) -
donde el miximo se toma por todas las colecciones ¢ = (oy, Tgy .
.y On) de los valores de las variables z;, =, ..., Z,-
Para las funciones de la légica k-valente es justa una representa-
cién més que se llama la segunda forma:

fEy = Zf{a} o, ®ide < o Fon @)

en donde la suma se h.ace por todas las colecciones & (o5, - . -, G}
de los valores de las variables z,, . . ., z, (la suma y la multiplica-
cién se hacen por el médulo k).

Se Nlama polinomio Q (%, zg, . . ., &) por mddulo k de las
variables #,, x,, . .., #, a la expresién del tipo

ay Xy + e X,
donde los coeficientes a; pertenecen al conjunto Z, y X; es o bien
cierta variable de {xz,, ,, ..., 2.}, o bien el producto de las va-
riables de este conjunto.

Se dice que cierta funcién de Py es representable (o se realiza)
mediante un polinomio por moédulo %, si existe un polinomio por
médulo % igual a esta funcién.

En P, tiene lugar el siguiente

TeorREMA. Cualquier funcién de Pj es representable con un poli-
nomio por mbdulo % si, y sélo si, k es un nimero primo.

1.1. Demostrar las relaciones siguientes:

1) —(@) = ~a;

2) x = (z = y) = min (z, ¥);

3) (x D y) oy =max (x, y);

4) (x > ¥ + x = min (z, y);

5) # =~y = z — min (x, ¥);

6) (~z) ~(~y) =y ==z

7) (~a) = (y= @) = ~mix (@, ).

1.2. Demostrar que las igualdades que van a continuaciéon em
las cuales la suma y la difercncia son las corrientes (o sea no por el
médulo k) y al.calcular el minimo los valores de los argumentos no
se reducen por el médulo k.

1) 2 Dy = min (k — 1; (~2) + y;

)z =~y =~ min (0, y — z);

3) gy ~(y 2% = —min (0, z — y).

1.3. Representar la funcién J;_, (2) en forma de superposiciémr
de las funciones t — 1, z + 2 y 2 = 5.

1.4%, ;Con qué valores de « € Ey cualguier funcién J; (z),
0<<i<<k — 2, es presentable en forma de una superposicién sobre
el conjunto {z -+ a, Jxp_, (2)}?
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1.5%. Construir mediante la operacién de superposicitn, utili=
zando sélo funciones del conjunto {0, 1, ..., k—1, z = 2y},
alguna de las funciones j; (z).

1.6, Sean M () = ~=x, M4y (&) =2 D h; {x), i2=1. Demostrar
que Ji, () = ~hy (2). _ )

1.7. iCuéntas diferentes funciones de P, dependientes sélo de la
variable 2 se pueden representar en la forma z' (I 1), en donde la
potencia se toma por el médulo A?

Véanse los casos en los que & = 3, 4, . .., 10.

1.8. ¢Con qué valores de % (k==3) las funciones z*, 2® y 2* son
diferentes de par en par?

1.9*, Supongamos que por P[P se designa cl conjunto de todas
las funciones de la l6gica %-valente que dependen de una variable.
Demostrar que P’ = [1, Jy, (), z + §] en donde los corchetes
sirven para designar la clausura de los respectivos conjuntos de
funciones.

1.10. Demostrar que las relaciones siguientes son véalidas:

1) ~(@+1) = (~2)+(~y)

2) ~(z-y) =(~2)¥;

3) —y=mix(z, ¥)~—-y;

4 2=y =(@=y)+ 2 jra (y) + Y Jher (3);

5) e=mix((z+2) =1, Jp(x));

6) T=min (~J 1 (z), (k—2) >);

7) max (2, y)=vs (&, ¥)+ 2 Ja1 W)+ ¥ s (2);
8) mix (z, y) =max (2, y)+joly = 2)+ jug (2).4;
9) min (7, y) =min (z, y) +Jo (y = 2) — jr- (2)-¥.

1.11. Aclarar si tiene lugar un ¢anélogo» de la forma normal
conjuntiva perfecta para las funciones de P, o sea comprobar si

para cualquier funcién f (z7%) € P, se cumple la igualdad
f @ = min{mix (f (01, 04 + . .y Gn)y ~Jo, (21),
o
L €7 "“-'Jo.n (z2))}

1.12. Para la / dada representar la funcion f en la primera y en
la segunda forma.

1) f = ji(z), k=3, 4
2} f = ~=z, k=5
Nf=Jy(2® =2z, k=0, 7;
4) { = min (z, y), k=3;
6) f = a*-y, k=4
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1.13. Descomponer la funcién f de P, en un polinomio por mo-
dulo k.

1) / = J»_5 (2), k es un nlmero simple arbitrario;
2} f = j, (2® — ), k es un nimero simple arbitrario;
3) f=2=x =27, =5

4) f = 3z =~ (x =~ 2}, k=T,
3) f = min (=, y), k
) f=az>y, k
7) f=méx (=z, j, (v)), &
1.14. Demostrar que siempre que % sea compuesto las funciones

de P, enumeradas a continuacién no son representables ton un poli-
nomio por médulo k.

3
9;
7

i

1) ji (@), O<i<he — 1 4) max (z, y);
2) z =y 9) min (&, y);
A zxzoy 6) (z = y) = z.

7) cualquier funcién de Sheffer (o sea una funcién que forma
en P, un sistema completo).

1.15*. Demostrar, seleccionando para la funeién f (z, y) de modo
correspondiente tales polinomios Q, (2), @, (%) ¥ @, (x), que aunque
sea una de las funciones Qq (f (@4 (2), Qe (¥))) 0 Qo (7 (O (z), Q5 (2)))
sin ofrecer dudas no sea descomponible en un polinomio por médu-
lo k; demostrar que con k& = 4, 6 las funciones que van a continua-
¢i6n no son presentables con polinomios por médule k.

1) j=@=2%y

2) f={(~2) +p) = {x =1)

3) f = min(~z, y) =~ (1 = a);

4) f=mix(z, y) — (2 -2

1.16*. Comprobar si la funcién f de P, es representable con un
polinomio por médulo k.

1) f=(z =y) ~y, k=4
2) f = 3j, (), = 6;
3) f = (méx (z, y) — min (z, y))*, k = 4,

1.17. Las funciones f; (z) ¥ f, () de P, satisfacen las condiciones
fi (z) s=const,  f; (E;) 5= £,

f2 (Eg) = E,.

Demostrar que la funcion g (z) = f; (2) + f, (z), donde la suma
se hace por ol médulo 3, omite aunque sea uno de los valores de E,
o sea que g (£;) 5= E,.

1.18. La funcién f (z) = aya® + a;z + a, de P,, donde a; € E,
v la suma y la multiplicacién se hacen por el médulo 3, no toma aun-
que sea un valor de £, (o sea que f (E,) 5= E;) iQué valores pueden
lomar los coeficientes a,, a7, a,?

y
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La funcién f (z7) de P, se llama lineal por la variable z; (1 < i<
< n) si es vilida la representacién :

F@EY = @2, .. o1 Ty, Tigas - - o Za) +

+ 1P($|_, seoer gy Tidar - - ooy :“'ﬂ}'
donde ¢ y P son ciertas funciones de P, y la suma y la multiplicacién
se hacen por el médulo k.

La funcién f (z") de P, se llama fuertemente dependiente de la
variable z; (1 <i<{n) si en cualesquiera dos colecciones de valores
de las variables que se diferencien sélo en la i-ésima componente,
la funcién f (z") adguiere diferentes valores.

1.19%. 1) La funcién f (z7) pertenece a Py y depende fuertemente
de cada variable. Demostrar que f (z™ es lineal para toda variable
suya z; (1<i<<n).

2) Con los mismos supuestos acerca de la funcién f (z) demostrar
que f (") es una funcién lineal, o sea que se la puede representar
en la forma a4 + a, 2, + . . . + @,2,, donde ¢, € E; vy la sumha y la
multiplicacién se hacen por el médulo 3.

1.20*. 1) La funcién f (z") pertenece a Py {(donde % es un nimero
primo), es diferente de una constante, y lineal respecto a cualquier
variable suya. Demostrar que existe tal coleccidn de valores de las
variables en la cual la funciénm f (E“} se hace cero,

2) /Es vilida una afirmacién aniloga con un % compuesto?

1.21. Supongamos que la funcién f (z") € P, (donde %k es un
numero primo) es lineal respecto a la variable x, v depende fuerte-

mente de esta variable. Demostrar que la funcién 7 (z™ es represen-
table en la forma a-a; 4 @ (%, ..., z,), donde a € By, a0
y la suma y la multiplicacién se hacen por &l médulo %.

1.22. 1) Demostrar que la funcion 2j, (z) de P, con cualguier
i=0,1, 2, 3 es representable con un polinomio por médulo 4.

2) Demostrar que si una funcién de P, dependiente de una va-
riable toma solamente los valores del conjunto {0, 2} o bien sélo
del conjunto {1, 3}, entonces es representable con un polinomio
por médulo 4

3*) Poner el ejemplo de una funcién de P, que dependa sustan-
cialmente de dos variables, que tome sélo los valores 0 y 2 y que
no sea descomponible en un polinomio por madulo 4.

1.23*. Demostrar que si la funcién f (z) € P, no es representable
con un polinomio por médulo 4, entonces con cualquier m > 2, la
funcién (f (z))™, igval al m-ésimo grado de la funcién f (), tampoco
es representable con un polinomio por médulo 4.

1.24*, Hallar el nimero de funciones de P, que dependen sola-
mente de la variable 2 y se realizan con polinomios por médulo 4.

1.25. 1) Sea la funcién f (x) € Py representable con un polinomio
por médulo 6. Demostrar que f (z) se puede realizar con un polino-
mio por médulo 6 del tipo aqp + ¢,z + a,z* '
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2*} Demostrar que en P, el nimero de funciones dependientes
de la variable z y presentables con polinomios por médulo 6, es
igual a 108

1.26%. Enumerar todas las funciones f (z) de P, que tienen la
forma a + b-j, (z) (aquf @ y b pertenecen a E,), que no se realizan
con polinomios médulo 6 y tales que (f (z))® son presentables con
polinomios por médulo 6.

1.27. 1) Supongamos que la funcién ¢ (z, y) € P, satisface las
condiciones:

1) @ (z, ¥) = ¢ (y, z);
b) ¢ (z, ¢ (¥ 2) = ¢ (o (z, ¥), 2);

c) cualesquicra que sean @ y b del conjunto Ej, existe una tni-
ca 2, tal (dependiente de e y b) que ¢ {(a, z} = b. )

Por 0, designaremos tal elemento de E, que ¢ (a, 0,) = a.
Demostrar que 0, = 05 con cualesquiera a y & de E) (o sea que

=0, =...="0;,).

OBSERVACION. Liamaremos a este «elemento comiin® (para
todas las a € E) el cero de la funcién ¢ y le designaremos por 0.

2) Demostrar que si & = 3, entonces en calidad de la funcién
¢ (z, y) se puede tomar s6lo una de las funciones signientes del
conjunte Py z 4y, z4+y+1, 2+ y + 2.

3%) Sea la fumcién ¢ (x, y) € Py, que satisfaga las condiciones
enumeradas en el punto 1). La funcién f(z;, =z, ..., z,) € P,
se llama casi lineal con relacién a @, si para cualesquiera a,, aq, . . .

-y @n,y by, by, . .., b, que pertenezcan a ) se cumple la igualdad

@ {f(fF (a‘]‘ b.l)’ @ (g, by)y .. ., P {an, b)), f(om Dy vin oy 01}}) =
=@ (f (als Qay o ooy an)- f(b:n bg. T bn)}-

Demostrar que la funcién f (z™) € P, es casi lineal con relacién
ax—+y-i(onuni=0,1, 2 fijado arbitrariamente) si, y sélo
si, 1 (z") es una funcién lineal.

1.28. 1) Supongamos que la funcién g (z, y) € Py satisface las
condiciones a)—c) del problema 1.27, 1). Demostrar que la funcién
@ (z, y) es casi lineal con relacién a si misma.

) Demostrar que en P; existe una funcién no lineal ¢ (z, y)
que es casi lineal con relacién a si misma y es representable en la
forma x + y + azy (en donde a € E; y la suma y la multiplicacién
s hacen por el méduloe 4).

1.29. Sea s (x) una funeién heterovalente') de P, dependiente
de una variable. La funcién g (x) € Py se llama inversa a la funcién
s (2} y se designa por s~' () si g (s (z)) = z (entonces es vilida tam-
bién la identidad s(g(x))=2z). La funcién f*) (z,, z,, ..., 2.} =
=51 (f(s(zy), s(25), ..., 8(x,))) se llama dual a la funcién
f (@ 23 . .y @a) con relacion a s (z). Si la funcién f (z”) es dual

1) Una funcién de una variable de P, se llama heterovalente si toma todos
loz valores . '
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a si misma con relacién a s (x), entonces se llama qutodual con rela-
cion a s(z).

1) Construir una férmula sobre el conjunto {1, k — 1, zy, z--y,
min (z, y)} que realice una funcién dual a f con relacién a s {z).

1) f= v (z, p), s(2) = ~2;

b) f = min (z, ¥) + jo (2)-jx (%) + J; (2)-Fo (¥} s@) =o+
Fdo (@) + 7 (@) i

f=@=y+ztaoW+ylk s@=3z

d) f==z+(y =2 +ayz—yJ(2) s{x) = —z

2) Demostrar que si la funcién f (z™) € Py

a) toma [ diferentes valores (1-<I<k) o

b) depende sustancialmente de m variables (0<Cm-<n), en-

tonces la funcion f&= (E“}, dual a ella, tiene las mismas propiedades.

3) Sea s (x) = z. Aclarar con qué valores de % y del pardmetro a
(del conjunto E;) la funcion f(z, ¥} es autodual con relacién a s (z).

a) f (@ y) = 2* + y* + 2a-2y + ¥
b) f(z, ¥) = méx (=, y) + a-(z = y) -+ 22 — 2y;
¢) f{z, ¥} =z - jo (z + ay).

4) Aclarar cuil de las funciones citadas a continuacidén es auto-
dual con relacién a s (z) = —=z,

a) z;
b) ~ua;
e} jy (@) 4 Juoy (2);
z -y
e) (z = y) + v;
f) 2t ytez;
g zyz+ yJdpmnlad + 2Tz (Y).

5) Demostrar que si la funcién f (z) es autodual con relacién a las
funciones s, () ¥ s, (2), entoncos es también autodual con relacién
a las funciones s, (s, (2}) ¥ s7* (z).

1.30. Una funcién heterovalente s (z) € Py se llama ciclo (o susti-
tucidn celica) si s (0) 5= & (0)Y) para cualesquiora i, j que satisfagan
las condiciones 1<Ci << ]sf_k (s* (x), es la escritura abreviada de la

expresion s (s (. . . s(z) . . .))). Demostrar que si s (2) es vna susti-
) |
. 1 veces
tucion ciclica de Py, entonces en Py el numero de funciones autodua-
les con relacién a s (z) y dependientes de las variables zy, #,, . . ., 2
; hit—1
es igual a k77,

1.31. Que sea r el menor nGmero positivo?) tal que s" (x) = z.
Demostrar que si s (2) =z y r es un simple divisor del niimero %,

1} En osta desigualdad en lugar de 0 so puede tomar cualquier otro elomento
del cunéonto Ey

) rriontemente a este niimero se lo llama orden de la funcién (de 1a susti-
uci

78



entonces en P, ¢l nimero de funciones autoduales con relacién
a s (7) y dependientes de las variables z;, Zg, + ..y Ty €8 igual a o

1.32. Demostrar que si la funcién f(z") € P, es casi lineal con
relacién a ¢ (x, y) € P, (véase el problema 1.27, 3)), entonces la
funcién /% (™), dual a f (z") con relacién a s (z), es casi lineal con
relacién a ¢*= (z, y).

§ 2. CLASES CERRADAS
DE LA LOGICA k-VALENTE

La funcién R (a;, @, . . ., 2,), n>1, que transforma la n-ésima
potencia cartesiana £} = E; X ... X E, del conjuntoc E, en un

n veces
conjunto {0, 1}') se llama predicado de n lugares determinado en el
conjunto E,,

Supongamos que f(xy, ..., % ..., T,,) €5 una funcién de
Py (m>1) y R{z, ..., x; ..., z,) es un predicado de n lugares
determinado en E,. Se dice que la funcion f conserva el predicado R
si, cualesquiera que sean los elementos

11y + = = a”. ceey By o s oy Bypy s e ey iy « = o3 @ny + « -

st Gtagers BBy 3 v G
del conjunto Ej, las igualdades
Ry, - .., @y - .., a) =1 (para todos les i =1, ..., m) lle-
van a la relacion

R, - -0y @iz - -5 @ma)s - o os fl@y0 ooy @iju ooy Bpg)s <o
¢ f(a.ln: ooy Qypy 0oy amn)) =1,

8i la funcién f es constante (por ejemplo, f = a), entonces segiin la.
definicién la funcién f conserva el predicado R {(z,, ..., z,) si
R, ... a)=1.

Por H (R (z,, ..., z,}) designaremos ¢! conjunto de ilodas las
funciones de Py, que conservan el predicado R (zy, . . ., z,) determinado
en el conjunto £,.

2.1, Demostrar que el conjunto H (R (z, . . ., 2,)) con cualquier
predicado 2 es una clase cerrada.

2.2. Sea & un subconjunto del conjunto [E;. Se dice que la
funcién f (z, . ... x,) conserva el conjunto &€ si en cualquier colee—
cién @ = (o, . - ., @) tal que o, €8 (i =1, ..., m) la funcién
toma el valor de f (=) también perteneciente al conjunto & EI

!} En lugar del conjunte {0, 1} se consideran también los conjuntos (V,
F} o {t, f}, on los cuales V (respectivamente ¢) significa «verdaderor y F (respe-
ctivamento f) significa «falsos. L
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conjunio de todas las funciones Py que conservan el conjunte € se
designa por T' (&) y se Hama clase de conservacién del conjunte &.

1) Demostrar que 7T (&) = H (I (z)) si el predicado R (z) es
igual a la unidad en el conjunto & y es igual a cero en el conjun-
1o Eh NG 8

2) Demostrar que T (8) 5= Py, si, y sblo si, &€ es diferente de un
conjunto vacio y de todo el conjunto E,.

3) ¢Cuédntas clases cerradas diferentes existen en P, que sean
clases de conservacion de los conjuntos?

4) Contar el nimero de funciones de P, que se contienen en la
clase 7 (&) vy dependen de las variables z;, #,, . .., #, (RZ20).

5) Demostrar que siempre que g:;e & vy &4 Ey, la clase
T (&) es precompleta cn Py,

2.3. Sea D —{51, ?3,. ..., &} la particién del conjunto Ej,
oseaque Ey =8 &, U...U &, =& coni=1,
... 5Y & NE; = @, siompre que i 5= j. Se dice que los elemen-
tos a y b de Ej son equivalenies respecto a la particién D (la designacién
es: a ~ b (mod D)) si a y b pertenccen a cierto subconjunteo &;
de la partmlon D. Dos colecciones @ = (o, oy, . . ., Gp) ¥ Pp =

= (f, Par . - ﬂm} se llaman equivalentes respecto a la parttrtdn D

(la designacién es: &~ P (mod D)) si o ~ P: (mod D) con i =
=1, 2, ..., m. Se dice que la funcién _f(a:”‘) de Py conserva la
particién D si para cualesquiera colecciones ™ y B™ de la equiva-

lencia a™ ~F™ (mod D) se deduce la equivalencia f (@™ ~ f (f™)
{mod D). E?, can}unto de todas las funciones de P; que conservan la

particion D ={&,, &, ..., €, se designa por U (D) o U (&,
&y . .., &) y se llama clase de conservacién de la particién D.
1*) Demostrar que U (&;, &,, ..., &) = H (R (z, y)) si el

predicado R (z, y) es igual a lIa unidad en tales y solamente en
tales pares (a, b) que estin formados de elementos equivalentes

respecto a la particién {&,, &,, ..., &..
2) Demostrar que U (D) = Py si, y ‘s6lo si, la particién D =
={&. &, ..., &, es trivial o sea que o bien D se induce con la

relacién de igualdad (en este caso s = &k}, o bien D se representa con
una relacién de dos lugares universal (o completa), lo que corresponde
as=1.

3) Para k = 3, 4, 5 contar el nimero de diferentes clases cerradas
en P, que sean clases de conservacién de las particiones.

4*}y Contar el nimero de funciones de P, que sc contienen en la

clase U (&, &,, ..., &) ¥y que dependen de las variables z,,
B o iy %n:}l')}.
2.4. Sea & un subconjunto no vacio de E, diferente de todo Ejy

y D ={§&, Ex ~\ &). Contar el ntimero de funciones de Pj que

dependen de las variables z;, &y, . . ., Zn (n =0) ¥ que se contienen

en el conjunto ;
1) T@ENUD); 2 UDNT(E): 3) TEU UWD).
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2.5, Sea R (zy, . .., ,), n =2, un predicado determinado en el
conjunto Ey. Se le llama predicado plenamente reflexivo si on cual-
quier coleceién de valores de las variablés que contiene aunque sea
dos componentes iguales él se convierte en una unidad. El predicado
R (z") se llama plenamente simétrico si con cualquier conmutacién
de las wvariables en R (x, ..., ;) se obtiene el predicado
R (x4, . . ., #4) que coincide con el predicado inicial R (z7). Los
predicados de un lugar se consideran (por definicién) también plena-
mente reflexivos y plenamente simétricos. El predicado plenamente

simétrico y plenamente reflexivo R (x,, ..., z,) se llama ceniral
si existe un elemento ¢ € E, tal que R (e, #,, ..., &) =1 con
cualesquiera valores de las variables z,, . . ., z, (el elemento ¢ que

satisface la condicion indicada se llama central y todos los clementos
tales del predicado R forman su centro).
1#*) Demostrar que existen exactamente

k=2 . (h—i)

D=1 {7) 22 (= (k1)

foni
diferentes predicados centrales de dos lugares, determinados en el
conjunto E,.

2) Comprobar que para cada n>>k existe sélo un predicado
central de »n lugares, determinado en el conjunto Ej.

3) Enumerar todos los predicados centrales determinados en el
conjunto £, cuyos centros contienen exactamente % — 1 clementos.

4*) Demostrar que si R (z, ..., z,} es un predicado central
determinado en el conjunto Ey, enlonces I (R (zy, ..., x,)} = Py
si, y =0lo si, el centro del predicado R coincide con E,.

2.6. Sean E = E, ys€{1, ..., k}. Por 7 (&, s) designaremos
el subconjunto de P, formado por todas las constantes y todas las
funciones f (¢, ..., ¥z}, m > 1, que satisfacen la condicién: para
cualquier zistema {A4,, ..., 4,} de subconjuntos del conjunto E,,
tales que cada uno de ellos contiene exactamente s elementos, se
encontrard un conjunto A, = Ej, que también contiens s elementos
vestal que f(E|J 4,, ..., Y 4,) = & A,

1) Demostrar que el conjunto 7 (€, s) es una clase cerrada
en P,

2) Mostrar que T (&, s) == Py si, y sélo si, o hien §== & vy
s=hk— |€|,obiené=@F ys=10k

3*) Demostrar que 7' (&, Y= T(P, ... =T (@), k—1
vy I (&, k& ~ 1) es una clase precompleta en Py.

4) Mostrar que el namero de diferentes clases cerradas en Py
que sean clases del tipo T (&, s), donde 1 < s < k&, es igual a 1 +
+ 281 (k — 2),

5*) Demostrar que siempre que & s& ¢, es valida la igualdad

T(8, 5) = H (R (2, ..., Z44,)), donde R es un predicado central
de s -4+ 1 Ilugares con el centro & que satisface la condicién:
R (o), + - s @g4y) = 0 solamente cuando los componenetes de la
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coleceién (cty, + « » Cy+q) son diferentes y ninguno de ellos pertenece
al centro.

6) Hallar el niimero de funciones de la logica k-valente P} depen-
dientes de la variable z y pertenecientes al conjunto T ({0}, 1).

2.7. Por S, so designa el conjunto de todas las funciones helerova-
lentes de P, que dependen de una variable (o sea que g (z) pertenece
a Sy si, y solo si, g (Ey) = Ej). Designaremos por P’ el conjunio
de todas las funciones Py de la l6gica k-valente dependientes de una
variable, Sea CSy = P \ Sy _

1) Mostrar que los conjuntos S y €Sy son clases cerradas.

2) Hallar el nimero de funciones dependientes de la variable =
y pertenccientes a la eclase Sy N U ({0, & — 2}, {1, ..., k— 3},

kE—1}.

¢ 2.8.})Supongamos que s(z) € §;. Por Z (s (2)) designaremos el
conjunto de todas aquellas funciones de Py que son aufodua’!as con
respecto a s (z) (véase la definicién de funcién autodual en el péarrafo 1
de este capitulo).

1) Demostrar que Z (s (z)) es una clase cerrada.

2) Mostrar que Z (s (x)) = Py, si, v sélo si, s (2) = z.

3) Demostrar que Z (s (z)) S Z (s' (s)) con cualquier i >0
(s® (z) por definicién se supone igual a z). _

2.9. Supongamos que s (x) € Sp. Designemos por Z (s (z)) el
conjunto de todas aquellas funciones f (z™) de Py (n == 1) que satisfacen
la condicién: cualesquiera que sean los nimeros enteros iy, iy, . . .
.« . in S podrd encontrar un niimero entero i (para cada funcidn
el suyo). tal que f (st (z), s*2 (), ..., s’ (2})) =¢" (2).

1) Mostrar que Z (s (z)) es una clase cerrada.

2) Mostrar que Z (s (x)) %5 Py con cualquier funcién s (z).

3) Demostrar que Z (s (x{} = Z (s (2)) si, y s6lo si, s(z) es una
sustitucién ciclica (véase ¢l problema 1.30).

2.10. Refutar la afirmacién: con cualquier funcién s (z) de S,
se cumple Ja igualdad Z (s* (z)) = Z (s~ (2))-

2.11. Examinemos la funeién ¢ (z, y} de P, que satisface todas
las condiciones enumeradas en el problema 1.27, 1}. Designemos por
L (¢ (z, 1)) el conjunto de todas las funciones de P, que son casi lineales
con relacion a o (z, y). Si ¢ {z, y) = = + y, entonces el conjunto
L (¢ (z, y)) en algunas ocasiones so designa por L y sus elementos
se llaman funciones lineales.

1) Demostrar que L (g (z, ¥)) es una clase cerrada.

2) Mostrar que L (¢ (z, y)) == Py para cualquier funcién ¢ (z, y).

3*) Comprobar si es justa la afirmacién: en P, para toda funcién
s (z) € Sy, las clases L (¢ (z, y)) v L (@* (x, y) coinciden.

Supongamos que en el conjunto Ey se ha dado cierta relacién p
de un orden parcial no estricto. Se dice que la coleccion a =

= (O, Olgy « + oy Gn) precede a la coleccidn "I::i =Py Par - . o B)D)

1y O 1a coleccifn [} sucede a la coleccion as
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con el ordenamiento p (la designacién es: «pf) si para cualquier
i=1, ..., n se cumple la relacion «;pp;. Las colecciones & y B
se llaman comparables con reldcién e p si bien ‘apf, o bien Pp&. Ta
relacién p corresponde en forma natural a un predicado de db's'filiﬁﬁl
res R, (z, y), igual a 1 en aquellos y solamente en aguellds :pares
(a, b} € Ey X Ey para los cuales es valida la relacién apb. La funcién
f (=) € P, Be_'_lllama mondtona con respecto a p si para cualesquiera
colecciones a y P de apf se deduce que f (o) of (B). En otras palabras,
f(z) es mondtona respecto a p si ella conserva el predicado R, que
corresponde a la relacién p.. Designaremos por M (p)} al conjunto
H (Ry(z, u)), o sea al conjunto de todas las funciones de P, que son
mondtonas respectoa p. !

2.12. 1) Veamos dos relaciones de un orden parcial no estricta
determinadas en el conjunto E,: :

o= U {4, DYULO, 03U U, (0, D)
Lﬁg{@fl(hi+ﬂ,“”0,b—nh
b= U {0 DL, 1. @ YU
U:_t_]: (G D, (G i+1), ..., (G, k—1)).

Aclarar cudles de las funciones citadas a continuacién pertenecen
a los conjuntos M (p,) o M (p,).

a) z; e} méx (z, y);
b) Jy (z); f) z =y,
¢} jz (2); 2 2z + ju- (¥).

d) = + jo (@) + T, (a);

2) Sin emplear el concepto de clase de conservacién del predicado
R, (x, y), demostrar que M (p) es una clase cerrada.

3) Mostrar que M (p) = Py si, ¥ sélo si, laJk rflaci(m p €5 una
relacién de igualdad (o sea en el caso de que p = [__j {(z, D}

i=0

2.13. Seleccionando una clase del tipo 7 (§) o U (D) idénea,
demostrar que el sistema 4 no es completo en P,.

1} A={~x| min (ml ¥)s I’b"};

2) A={2, jo(2), z+/o(2) 4, (2)+ T 5 (2), min(z, y));

3) A::{Qa:s‘ 2""+yv za'yv -"‘-"Ju(_y)» x+(~y)};

4) A={J,(x), z+Jo(2), z+Jo ()7, (2), mix (z, )}

3) A={1! 2, w_-_ff:‘.(x)i méx(_x, y)};

6) A={jy(z), z-+js(x)+ Jy(2), 2-y, =y, min(z, n}-
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2.14. Para la demostracién de la no plenitud (en P} del sistema
A aclarar con qué valores de k no es suficiente examinar solo las
clases del tipo T (8), U (D) y M (p), sino que también hay que
emplear clases del tipo T (&, s).

1) A={2j,(z), J1(2), a+jo(2)+T1(2), 1o (W)}

2) A={1s ~, iﬂ{x)I max (xi y}};

3) A={0, 1, ..., k—2, Jp_(2), mix(z, y), min(z, )}

8) A={(~z, [K/2)-]o(z = [(k—1)/2}), To(2)+

+(2=1), min(z, ¥)}.

2.15. iSe puede demostrar la no plenitud (en P,) del sistema 4,
empleando sélo las clases L y Z (s (z))?

1) A :{5‘:, 2z — s méx (xr E) = ("‘D = y)};

2) A ={0! 1! —, QE + ¥ T + (Ny)};

3] A :{fi (1:) + JI:-! (z)t T — Y z'y'z};

4 A ={z, —z+ 2, a0+ jolz— Yk

5) A ={~z, min (z, ¥}, =z-y}.

2.16*. Dos funciones en P; se llaman congruentes si nna de ellas
puede ser obtenida de la otra mediante la sustitucién de las variables
sin identificacién (comparar con el pérrafo 1 del capitulo II). Sea la
funcién 7 (z, ¥) = 2j, (®}-j, (¥) € P,. Demostrar que la clase cerrada
{f (x, )| contiene un namero finito de funciones congruentes de par
en par (comparar con el problema 1.5 del capitulo [1).

2.17. Sea 4 un conjunto no vacio de funciones de un lugar de la
logica k-valente diferente de todo el conjunto P{’ y que satisface
1a condicién: existe tal clase precompleta B en Py que B ] Pf’ = A.
Demostrar que ella es Unica. ’

2.18*. Demostrar que el nimero de clases precompletas en Py,
cada una de las cuales no contiene tolalmente el conjunto P, es

menor que 2*".

2.19. Demostrar que si una clase cerrada en P, tiene un sistema
finito y completo (en ella), entonces ella tiene el conjunto de todas
(las diferentes) bases no mds que numerable.

2.20*, ;Es valida la afirmacién siguiente? Toda clase cerrada
en Py (k>3) que contiene una funcion difsrente de una constante
contiene también una funcién que depende sustancialmente de una
variable.

2.21*%, ;BEs cierto que si a una clase cerrada en P (k>3) le
pertenece una funcién que depende sustancialmente de no menos que
de dos variables, entonces en esta clase se contiene o bien una fun-
¢ién z, o hien una constante?

2.22, Sea s(z) una funcién heterovalente de P,. Por 4% de-
signaremos el conjuntoe de aquellas, y solamente de aquellas, fun-
ciones de P, para las cuales en el conjunto A hay funciones duales
con relacién a s (z). El conjunto 4° se llama dual a A con relacién
a s (z). Demostrar las siguientes afirmaciones:
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1) El conjunto (4*“)"“), dual a A" con relacién a s, (z),
coincide con el conjunto 4 si, y sélo si, 5, (s, (%)} = z o bien cuando
€l es dual a si mismo con relacién a cada una de las sustituciones
5 (@) v 5 (2).

2) El conjunto A es una clase cerrada si, y sélo si, 4% es una
clase cerrada.

3) Si el conjunto # forma un sistema completo (o una base) en
la clase cerrada 4, entonces el conjunto B*™ es un sistema completo
(v respectivamente una base) en la clase 4.°%

4) Si A, = A,, entonces A{® = 45,

2.23*, Como ya se sabe, en P, siempre que k>3, existen clases
cerradas que no tienen bases y clases cerradas con bases numerables.
Una de las clases cerradas que tiene bases numerables es la clase
siguiente:

Ak e [f'a: ey .fm; .o -].

donde
feonmw=...=x =24, =...

T {21y viey Ep) o= =Ty =2, mp=1 (i=1, ..., m),
0 en los demés casos,

m>2. Base en A, es el conjunto {fs, . .., fp, ...}. Demostrar,

empleando la clase 4, que en P, (k>3) oxiste un conjunto conti-
nual {B,}, y €T de clases cerradas que forman (por inclusién) una
cadena, o sea que para cualesquiera dos clases B, y By, del con-
junto {B,} es justa una de las inclusiones:

B'I"l <= B‘\’a o Bﬁ'a = ‘B\"u'

§ 3. ESTUDIO DE LA PLENITUD
DE LAS FUNCIONES
DE LA LOGICA k-VALENTE

En las légicas k-valentes el estudio de la plenitud de un sistema
arbitrario de funciones estd ligado a grandes dificultades téecnicas:
el empleo del criterio de la plenitud, que se basa en el examen con-
junto de todas las clases precompletas en Py, incluso con & = 3, 4,
exige la investigacién de un nimero muy considerable de condiciones
{(puesto que en P, existen exactamente 18 y en P,, 82 clases pre-
completas). Las demostraciones de la plenitud de sislemas concretos
en Py corrientemente se hace con ayuda del método de reduccién
a sistemas que son, sin ofrecer dudas, completos (tales, por ejemplo,
como el sistema de Rosser— Turquette
0,4, ...,k —1, Jolz), Ji{z), . . ., Jxalx), min(z, y), mix (z, y)}
o el sistema de Post, {z, mix (z, y)}). Existe, aparte de eso, una
serie de indicios de la plenitud en los que se examinan conjuntos
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ae funciones que contienen ciertas reuniones de funciones dé 'una
wariable y, ademas, una sola funcidén, sustancialmente dependiente
por lo.menos de dos variables, Definamos los mis importantes de
estos indicios. Recordaremos que S, es el conjunto de todas las
funciones no equivalentes de P,, dependientes de una variable,
y €8, = P . §,, donde P}* es el conjunto de todas las funciones
de un lugar de Py. La funcién f (::) € Py se llama sustancial & depen-
de sustancialmente de no menos que de dos variables y toma todos
los k& valores del conjunto Ej.
Teorema 1 (criterio de Slupetsky). EiI sistema P§ |J{f (=)}
escompleto en Py, {con k2=3) si, y sélo si, § (x) es una funcion sustencial.
TeorEMa 2 (criterio de Yablonsky). El sistema CSy U {f (z))
escompleto en Py, (con k= 3) si, y sélo si, f(x) es una funcién sustancial.
Teorema 3 (criterio de Sélomaa). El sistema Sy U{f ()} es
completo en Py (con JeZ=D) si, y sélo si, la funcién f (x) es sustancial.
Al emplear estos teoremas son Wdtiles las afirmaciones que dan
diversos criterios de la plenitud de los sistemas de funciones en los
conjuntos P§', S, €8),. Citaremos uno de tales resultados. Suponga-
mos que la funcion #Ay; (z) (donde 0<Ji << j <k — 1) se delermina
de la siguionte manera:

i si z=j,
hlf(z}E{j si .'C=i,

z en los demds casos.

Teorema 4 (8. Picard). Cada uno de los sistemas {z, hy (x),
z 4+ jo (@)} ¥y {hor (2), hoo (2}, - o Bguien (), 2 4 7o ()} €s com-
pleto en PV,

3.1. Como ya se sabe (véase el pirrafo 1), el sistema
A={01,...,k—1, jo(2), i (@) jnala), z+y, z-y)
es completo en Py,

1*) Demostrar que del sistema A se puede seleccionar un subsiste-
ma completo en P, que esté formado de dos funciones.

2) Mostrar que cualquicer subsisteina del sistema A formado de una
funcic'ln no e¢s completo on Py,

3.2. EL SISTEMA DE ROSSER—TURQUETTE

Ay ={0,1, .. k=1, @). 1 (@), . . .. Juy(2),
min (z, y), méx({z, y)}.
como se sabe es completo en P, (véase el pérrafo 1),
1) Mostrar que:
AN{min(z, Ny<=Ti2 ... .01, 14
Al\{ma‘( (= »y<=Tw, .. n-a 1

(consecuentemente, después de eliminar del sistema A, cualesquiera
de las funciones min (z, ¥} y mdx (x, y) se obtiene un sistema no
completo en P;).
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2} Comprobar que eliminando de 4, cualquiera de las constantes
diferentes de 0 y de & — 1 se obtiene un subsistema que se contiene
en cierta clase del tipo 7' (€), donde g = & == E; (v, en consecuen-
cia, no completo en P;).

3) Convencerse de la validez de las igualdades:

a) Jo (2) = J;y (mix (1, Jy(2), .. ., Jies (2), 2))

b) Jyoy {2} = Jo (mix (Jo (2) Ty (=), . .., Jraa (@),

4) Seleccionar de un sistema de Rosser—Turquette completo
en P, un subsistema que esté formado de 2% — 2 funciones.

3.3. Aclarar si son completos en P, los siguientes subsistemas del
sistema de Rosser—Turquotte

1) i'l, Foilz)s. g (9:2, min (z, y), max (z, y)};
2) {1, 2, J, (¢}, min (z, y), mix (z, y)}.

3.4. Investigar la plenitud en P, de los siguientes subsistemas
del sistema de Rosser—Turgquette

1) {1, 2, Jy (2), J, (x), min (z, y), mix (x, y}i;
2) {1, 2, J, (), J; (z), min (z, y), mix (z, ¥)

3.5. Demostrar que los sistemas citados a continuacién son
completos en Py si, y sblo si, k es un nlimero primo.

1) {1, =+ y + az);

2 {z—1, z+y 22pyh

3 A+ 2 — 3T, 2)

3.6. Empleando el método de reduccién a sistemas completos
que no ofrecen dudas, demostrar la plenitud (en Py) de los sistemas
siguientes:

1) {11 zﬂ_y‘ min (.‘C, y)};

2) {k—1, z=~y, 2+yk

3) {~z, a+2, 2=y}

4 {k—2, z+y, (~2) 2y}

5) {1, 2z4y+z 2%y}

6) {—=z, 1—a?, 2=y}

7) {z-Jo (y), min(z, y)}.

3.7. Empleando el criterio de Slupetsky demostrar la plenitud
en P, de los sistemas siguientes:
1) {f (=, y)}, donde

z+1 cona=y,

’ coh.r_}? e y=0,
g conz=0e y=1,
0 en los demds casos;

flz, )=
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2) {j2(2), 2412, z-y4+1)
3) (z-Jo(¥) +y-Jo (@)}
4) {k—1, 20—y, 22>y}

3.8. Investigar la plenitud en P, de los sistemas siguientes:

1) {k—=2, z+4y, min(z, y)};
2) {0, 1, z=(~pk

3) {1, 2, z— gy}

4) {2, 224y, x_zéy};

5) {1, 2, max (z, y));

6) {Q'l_zl méx (.‘.I’.', y)t I'y)};
T} {~a, 2jplz), Ji(2), ==y}

3.9. Demostrar que cada uno de los sistemas que se citan
a continuacién es completo en §j.

1) {hor (2, hog(2)s - - 5 Rote-n (B}
2) {hos (22 R (2)s - - o By (2)y - - o5 Bieziin-n (@)}
3) {z, hoy, z).

3.10. Demostrar que el sistema {hy, (2), kog (2}, . . ., hom-p)(Z)s
& -+ jo (2)} es completo en Pyl

3.11. Demostrar que en Py existe solamente una clase precomple-
ta que contienc totalmente el conjunto PiY y quo esa clase es
T (@, k — 1) (véase el problema 2.6, 3).

.12. Sea 4 cierto sistema finito de funciones de P;. Veamos el
procedimiento siguiente:

1) identificamos en todas las funciones de A4 las variables susti-
tuyéndolas por z (obtenemos el conjunto 4,);

2) en el lugar de las variables en las funciones de 4, de todas las
maneras posibles, colocamos funciones del conjunto A, |J {z} (obte-
nemos el conjunto A4, de P§’); despuéds

3} en las funciones de A en el lugar de las variables colocamos
funciones del conjunto A, ) 4, U {a}, ete.

Demostrar que:

a) en cierto paso el proceso se estabiliza, o sea que con i =i,

1 i1
se cumplird la jgualdad {z} U U A; ={z} ) U 4;(ylaigualdad
i=1 j=d

Ay = Agy);
b) el sistema A es completo en P, si, y sélo si, se puede hallar

tal iy que {z} |J jL‘] Ay = P}’ y en A se contiene una funcién
=1
sustancial,
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3.13. Demostrar, empleando el algoritmo descrito en el proble-
ma 3.12, que:

1) el sistema {z® 4+ y -+ 2} no es completo en Py

2) el sistema {z%y 4 1} es completo en P,.

3.14*. Demostrar la plenitud del sistema A transforméandolo
con ayuda de una sustitucién adecuada s (z) a un sistema A*™ que,
sin ofrecer dudas, sea completo.

1) {z — 1, min (=, P}
2) {~jna (z), = + y + 1}
3) {4 + ajney (U) + Yoo (2) + méx (z, y)}

3.15*. Refutar la afirmacién siguiento: con un % fijo en la légica
k-valente siempre se podrd encontrar una base formada por un nime-
ro {finito) de funciones ian grande como se quiera.

3.16. Poner el ejemplo de una funcién f (z, y) del conjunto P,
que satisfaga la condicién: f es una funcién de Sheffer, pero z - f
no es funcién shefferiana.

3.17*, Supongamos que f(z™) es una funcién de P, que depende
sustancialmente de no menos que de dos variables y que toma [
valores diferentes (2.<I<{k). Demostrar que sustituyendo sus
variables por funciones del conjunto €Sy se puede obtener una fun-
cién que dependa sustancialmente de dos variables y que tome [
valores diferentes.

3.18. ;Con qué valores de %k el cuadrado de cualquier funciém
sustancial de Py es una funcién sustancial?

3.19%, Contar el nimero de funciones sustanciales en P, que
dependen de las variables zy, x4, . .., @, (R >2).

3.20. Sea R (2, ..., ;) un predicado determinado en el con-
junto Ej. Este se llama predicado fuerte si existe tal coleccién g =
= (o3, . .., @,) de valores de las variables z;, ..., 3, que para
cada coloccién B = (By, ..., Bn)y en la que el predicado
R (2, ..., x,) es igual a uno, se podrd encontrar en H (X (zy, . . .
... &p)) una funcién f () que satisfaga la condicidn: f(a;) = P;
para cualquier i =1, ..., » (en otras_palabras, la funcién f(z)
straduce» la coleccién a™ a la coleccién E”). Supongamos que [t (z)
es un predicado fuerte determinado en el conjunto £y, y que H (R (z)) =
== P,. Demostrar que si con cualquier funcién g (z) dependiente de

una variable y no perteneciente a la clase H (R (7)), el sistema

H (R (@) U {g (¥)} es completo en Py, entonces, la clase H (R (7))
es precompleta en Pj.

3.21. Sea R, (z"), 1<<i<s,jun predicado de n lugares determi-
nado en el conjunto E,. Pongamos que R (z") = B, (z &. . .

... & R, (z"). Demostrar que iif{(ﬁi (V) = H (R (™).
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3.22*%, Demostrar que en P, con 4t >3 el conjunto de todas las
clases cerradas, cada una de las cuales contiene un nimero finito
de funciones no congruentes de par en par, es numerable-infinito.

3.23*. Demostrar que cada clase cerrada en Py ticne no més que
un conjunto numerable de clases precompletas en él.

3.24*, Poner un ejemplo de una ¢lase cerrada en Pj; que contengh
infinitamente muchas funciones no congruentes de par en par y que
no contenga clases precompletas en ella.

.25%.. Seleccionar la base del sistema A completo en Py,

1)‘4 __Hik_iliﬁ(x)v f.'l. (‘t)l . s jk 1(3:),-"‘5%3"“9'}
2 A ={zx—2 J,(2), max.’cy} z =y, 2-yh

3y 4 '—*{fvx. min (z, y), x-y, =z + y};

4 A ={k—1, 2+ 2 mix (z, y), v = yh

5) A ={2. jo () = + ¥ 2* ~y, x-y-23}.

3.26. Demostrar que en cualquier base seleccionada del sistema
Rosser — Turquette forzosamente tiene que contenerse aunque sea
una de las funciones J; (::), 1<{i<k — 2, pero no se encontrarin
das constantes 0 v & —



Capitulo
v

GRAFOS
Y REDES

§ 1. CONCEPTOS FUNDAMENTALES
DE LA TEORIA DE LOS GRAFOS!

Sea ¥ un conjunto finito no vacio, X, cierta coleccién de pares
de elementos de V. En el conjunto X pueden haber pares con elemen-
tos iguales y también pares iguales. El conjunto ¥V y la coleccién. X
determinan un grafe con aristas y bucles (lazos) miiltiples (o abreviada-
mente un pseudografo) G = (V, X). l.os clementos del conjunto V
se Jlaman vértices y los elementos de la coleccién X, arcos del pseu-
dografo. Los arcos del tipo (v, v) (v € V) se llaman lazos. Un pseudo-
grafo sin lazos se llama grafe con arces miltiples {o abreviadamente
mulitigrafo). Si en la coleccién X no se puede encontrar ningfin par
mis de una vez, entonces el multigrafo @ = (V, X) se llama grafo®).
Si en el conjunto X los pares estdn ordenados, entonces el grafo se
Hama orientado. Las aristas de un grafo orientado frecuentemento
se denominan arcos. Si los pares de la coleccion X no estédn ordenados,
entonees el grafo se llama no orientado o sencillamente grafo. Si
z = (u, v} es una arista del grafo, entonces los vértices u y v se
llaman extremos de la arista z. Si el vértice v es un extremo de la
arista x, entonces se dice que v y z son incidentes. Los vértices i y v
del grafo G se llaman adyacentes si existe una arista del grafo G que
une a & y v. Dos aristas se llaman adyacentes si ellas tienen un vértice
comin. Grado del vértice v se llama al ntmero d (v) de aristas del grafo
gue son incidentes al vértice v. En un pseudografo el grado del vérti-
ce v es igual al nlimero total de aristas incidentes a este vértice mdas
el nimero de hucles incidentes a él. [E] vértice de un grafo que tiene
grado O se llama aislado y el vértice que tiene grado 1, colgante.

*) .Las definiciones que so dan a continuacidn coinciden ¢ se aproximan a las
que se dan cn Ja seccidn «Graioady redesy de los libros [10] v [33).

*) A continuacién todas las definiciones se dan para los grafos. Gereral-
mente estas definiciones do manera evidente se pueden aplicar a los multigra-
fos ¥ pseudografos. En los casos de que haya gran diferencia en las definiciones,
se d};rﬁn también las definiciones respectivas para los pseudografos.
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La sucesidn

Vi Vagls « « + Tnoq¥n (n>12), (1)
en la que se alternan los vértices y las aristas y en la que para cada
it =1, n — 1 la arista z; tiene la forma (v;, v;4,), se llama camino
gue une los vértices vy, v,. El niimero de aristas del camino se deno-
mina longitud del camino. Camino de longitud cero se llama a una
sucesién que contiene un solo vértice. Un camino en el que todas las
aristas son diferentes de par en par se llama cadena. Un camino en el
que todos los vértices son difercntes de par en par se llama cadena
simple. Un camino (1) se 1lama cerrado si v; = v,. Un camino cerrado
en el que todas las aristas son diferentes de par en par se llama ciclo.
Un ciclo en el que todos los vértices, excepto el primero y el dltimo,
son diferentes de par en par se llama ciclo simple. Un grafo se llama
conexo si para cualesquiera dos de sus vértices existe una cadena que
une estos vértices. Distancia entre los vértices de un grafo conexo se
llama a la longitud de la cadena més corta que une estos vértices.
Didmetro de un grafo conexo se llama a la distancia entre los dos
vértices mis lejanos uno del otro. El didmetro del grafo G se designa
por D (G). Subgrafe del grafo G se llama a un grafo en el que todos
los vértices y aristas se contienen entre Jos vértices y aristas del
grafo G. Un subgrafo se llama propio si es diferento del mismo grafo.
Componente de conexion del grafo G se llama su subgrafo conexo que
no sea subgrafo propio de ningin otvo subgrafo conexo del grafo G.
De soporte se llama a un subgrafo que contenga todos los vértices del
grafo. Subgrafo del grafo G = (V, X) (engendrado por el subconjunto
U = V se llama al grafo H = (U, Y) el conjunto de las aristas del
cual estd formado de aquellas, ¥y solamente de aquellas, aristas del
grafo G cuyos extremos se encuentran en U. Los grafos (pseudografos)
G =(V, X) y H= (U, Y) son isomorfos, si existen dos correspon-
dencias hiunivocas ¢: V<> U y 1 X <= Y tales que para cualquier
arista z = (u, v) de X es justo ¢ (z) = (¢ (&), 9 (v). En el caso de
los grafos se puede dar la definicién siguiente: los grafos G = (V, X)
y H = (U, Y) son isomorfos si existe una tal transformacién biuni-
voca @: Vs U tal que (u, v) € X ¢i, y solo si, (p (u), ¢ (v)) € ¥.
Tal aplicacién de ¢ se llama isomorfa. Automorfismo se llama a una
aplicacién isomorfa del grafo en si mismo. Bajo el término do opera-
ecidn de extraccion de un vértice del grafo G comprenderemos una opera-
ciébn que consiste en la extraccién de cierto vértice junto con las
aristas que le son incidentes. La operacidn de extraccidn de una arista
del grafo G = (V, X) consiste en la extraccién del par correspondien-
te de X. Al hacer esto, si no se expresa lo contrario, todos los vértices
se conservan. El complemento G del grafe G es un grafo en el cual dos
vértices son contiguos si, y sélo si, cllos no son adyacentes en G. La
operacion de subdivisién de la arista (u, v) en el grafo G = (V, X)
consiste en la extraccién de la arista (u, v) de X, en la adicién de
un nuevo vértice w a V y en la adicién de dos aristas (u, w) y (w, v)
a X\ {(x, v)}. El grafo G se llama subdivisién del grajo H si G puede
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ser obtenido de H mediante la aplicacién sucesiva de la operacién
de subdivisién de las aristas. Los grafos G y H son homeomorfos si
existen tales subdivisiones suyas que son isomorfas. Sean G = (V, X)
y H = (U, Y) dos grafos. Por G @ H designaremos un grafo,
llamado diferencia siméirica de los grafos G y H con el conjunto de
vértices W = V |J U y el conjunto de aristas Z = X @ Y formado
de aquellas, y solamente de aquellas, aristas que entran exactamente
en uno de los conjuntos X o Y. Por G X I designaremos la multipli-
cacidn cartesiana de los grafos G = (V, X) y H = (U, Y), o sea,
un grafo cuyos vértices son pares de la forma (v, u) W€ V, u € U)
y en el cual los vértices (vyu,) ¥ (Vs, U,p) Son adyacentes si, y sélo si,
es adyacente aunque sea uno de los pares v, v, (en el grafo G) o wu,, u,
(en el grafo H). Unidn de los grafos G = (V, X) vy H = (U, Y) se
llama al grafo E = (V| U, X|J V).

Arbol se llama a un grafo conexo sin ciclos. Un grafo sin ciclos
se 1lama bosgue. Completo se llama al grafo en el que cada dos vértices
diferentes estdn unidos con una arista. Un grafo completo con n
vértices se designa por K,. Un grafo sin aristas se dice gue es vaclo
(completamente inconexo). Un grafo de un vértice, sin aristas, se
Nama ¢rivial. Dicotileddnico se llama a un grafo cuyo conjunto de
vértices se puedo dividir en dos subconjuntos (dos partes) V, y V,
de tal manera que cada arista del grafo une vértices de partes distin-
tas, Un grafo dicotiledénico con sus partes V; v V, y el conjunto
de sus aristas X se designara por (V;, V,, X). Si cada vértice de V,
estd unido con una arista a cada vértice de V,, entonces el grafo se
llama grafo dicotileddnico completo. Un grafo dicotiledénico completo
(Vi. Vi X) tal que | V) | = ny, | Vy | = n, se designa por K, ,,.
Un grafo se llama k-conexo si al extraerle cualesquiera k — 1 vér-
tices se obtiene un grafo conexo diferente del trivial. El vértice cuya
extraccion del grafo aumenta el nimero de componentes de cone-
xion se llama divisor o punto de convergencia. Un grafo se llama grafo
regular de grado d, si todos sus vértices tienen grado 4. Un grafo
regular de grado 1 se llama combinacién de pares. Un grafo regular
de grado 3 se llama ciibico. El subgrafo soporte regular de grado &k
de un grafo se llama su k-factor. Una combinacién de pares perfecta
se llama 1-factor. Combinacién de pares mdzima del grafo G se llama
a la combinacién de pares que contiene el niimero maximo de aristas.
Cielo hamiltoniano de un grafo se llama a un ciclo simple que contiene
todos los vértices del grafo. Cubo n-dimensional unitario se llama al
grafo B™ cuyos vértices son vectores booleanos de longitud n vy las
aristas son caras unidimensionales (véase el capitulo I, parrafo 1).

1.1. Mostrar que para un grafo arbitrario G (V, X) es justa la
ignaldad 2 { X |= 2_:'(1 ().

1.2, Sea iy (G) el nimero de vértices de grado & en el grafo G.
Hallar el niimero de grafos no isomorfos de par en par G, en los que:
1) i {G) = i3 (G) =4, (G) =2, in(G) =0, con k=2, 3, 4
2) i (G =i5(G) =i, (G) =3, iL{G) =0, con k2, 3, 4
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1.3. Mostrar que en cualquier grafo que tenga no menos de dos
vértices siompre habridn dos vértices con el mismo grado.
1.4. Demostrar que para cualquier coleccién de niimeros enteros

no negativos (kq, k&, - - .) tales que D) k; = 2m existe un pseudogra-
i

fo con m aristas, que tiene para cada i = 0, 1, ... exactamente
k; vértices del grado i.
1.5. Bea d; (G) el minimo de los grados de los vértices del grafo G,
que tiene n vértices. -
1) Demostrar que si dy(G)=

n——1

2

, entonces el grafo es conexo.

2) ¢Se puedo cambiar en la afirmacién anterior "—Ei por
n—1"
(]2
1.6. Demostrar, quo cualquier camino cerrado de longitud impar
contiene un ciclo simple. ;Jis vdlida una afirmacién andloga para los
caminos de longitud par?
1.7. Mostrar que un grafo conexo con n vértices contiene no

menos de » — 1 aristas, '
1.8. Mostrar que en un grafo con n vértices y ¢ componentes de

iz " . 1
conexion el nimero de aristas es no mayor de - (n —¢) X (n—e-1).

1.9. Demostrar gque cualquier grafo conexc no trivial contiene
un vértice que no es divisorio.

1.10. Demostrar que en un grafo conexo, ¢nalesquiora dos cadenas
simples de longitud médxima tienen por lo menos un vértice comin
¢Lis justa la afirmacién de que ellas siempre tienen una arista comin?

1.11. Demostrar, que si de un grafo conexo se extrae una arista
arbitraria contenida en algin ciclo simple, entonces ¢l grafo seguirad
siendo conexo.

1.12. Mostrar que si en un grafo con n vértices no hay ciclos de

, . e ; iy
longitud impar y el nimero de aristas supera a ( Ted ) , entoncesel

grafo es conexo.

1.13. Hallar el nimero p; (7) con el eunal cualquier grafo de n
vértices que tenga py (r) ciclos de longitud & es conexo.

1.14. Supongamos que los grafos G y K son isomorfos. Mostrar
que:
1) para cada dZ=0 ol nimero de vértices de grado d es igual en
los grafos G y H,;

2) para cada [ el nimero de ciclos simples de longitud { en los
grafos G y I es el mismo.

1.15. Mostrar que las condiciones 1), 2) del problema 1.14 son
insuficientes para que los grafos G y H sean isomorfos.

1.16. Indicar los pares de grafos isomorfos y no isomorfos que
hay entre los pares presentados en las figs. 3-6. Argumentar la con-
testacion.
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1.17. Supongamos que los grafos G y IH son biconexos y cada
uno de ellos tiene seis vértices y ocho aristas. El grafo G tiene exacta-
mente dos vértices del grado 2 y el grafo H tiene exactamente cuatro

Fig. 3.

=

a)
Fig. 4.
a) b)
Fig. 5.
a) 8)
Fig. 6.

vértices del grado 3. Se puede afirmar que los grafos G y H son:
1) isomorfos; 2) no isomorfos.
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1.18. Los grafos G y H son biconexos y cada uno de ellos tiene
seis vértices y diez aristas. Un vértice en cada uno de los grafos tiene
grado d(1<<d<(5) y los demis tienen grado &, (d, << d). Mostrar
que los grafos G y H son isomorfos.

1.19. Mostrar que en un grafo que no tiene automorfismos no
triviales.

1} la distancia entre cualesquiera dos vértices de grado 1 es
mayor de dos;

2) existe un vértice de grado 3 o mayor.

1.20. ;Cuél es el nimero de automorfismos de un grafo que sea
ciclo de longitud p?

1.21. Construir un grafo sin ciclos, que no tenga automorfismos
no triviales y que contenga ¢l nimero menor posible de aris-
tas.

1.22. ¢Cual es el menor niimero n (n >> 1) de vértices que puede
haber en un grafo que no tenga automorfismos no triviales?

1.23. Supongamos que en un grafo biconexo que tiene seis vérti-
ces y diez aristas el grado de todos los vértices es igual y el niimero
de ciclos simples de longitud 3 es igual a dos. Restablecer el grafo.
Hallar el nimero de sus automorfismos.

1.24. Sea O (v) el conjunto de todos los vértices adyacentes
avy O (v)=0(U{v} Sea R, el conjunto de todos log grafos G
con z vértices, que tienen las propiedades siguientes: para cualesquie-
ra dos vértices no contiguos u y v, o bien O (v} = O (u), o bien
O (u) = O (v), y para cualesquiera vértices contiguos u y v o hien
0" (v) = O (u), o bien O (u)<<O’ (v). Demostrar las afirmaciones
siguientes:

1) En el grafo G do R, los vértices de un mismo grado son todos
o bien adyacentes de par en par, o hien no adyacentes de par en par.

2) En ol grafo Gde R, existe aunque sea un vértice de gradon — 1.

3) Si para cierto d, los vértices de grado d son en el grafo G de
R, adyacentes de par en par, ontonces los vértices de grado mayor
que & también serin ndyacentes de par en par.

4) Ll grafo G de R, se dotermina univocamente con una exactitud
hasta el isomorfismo con la definicién de los grados de los vértices.

9) Laextraccién de un vértice del grafo G € R, llevaaungrafode R, _,

1.25. Supongamos que n>2 y sea dada una familia F (G) =
={H,;. H,, ..., H,}degrafos, en la cual el grafo H, se ha obtenido
del grafo G de n vértices mediante la extraccién del vértice con el
nitmero ¢ (i = 1, n). Observaremos que en los grafos H, los vértices
no estdn marcados. Demostrar que por la familia F (G) se puede:

1) hallar el nimero de aristas del grafo G;

2) hallar para cada H; el grado del vértice con la cxtraceién del
cual de G so obtiene el grafo H;

3) determinar para un grafo arbitrario L que tenga no mas de
n — 1 vértices, si éste es un subgrafo del grafo G;

4) determinar si el grafo G es conexo;

5) restablecer el grafo G si no es conexo.
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1.26. Sea D (G) el didmetro del grafo G y G el grafo cor
tario a G. Demostar que D (G)<3 si el grafo G no es co
D (Gy=3.

1.27. El grafo G se llama eutocomplementario si los graivs ..
son isomorfos.

1) Hallar el grafo no trivial autocomplementario con e] nimero
de vértices.

2) Mostrar que un grafo autocomplementario es conexo.

a) 8) ¢)
Fig. 7.
@) 8) o)
Fig. 8.

3) Mostrar que si G es un grafo aulocomplementario, entonces
2< D (G)<3.

1.28. ;Cudntos grafos no isomorfos de par en par gue tengan
20 vértices y 188 aristas existen?

1.29. Mostrar que si los grafos G y f son homeomorfos, entonces:

1) para cada d 5= 2 ¢l nlimero de vértices de grado d en ambos
grafos es igual;

2) existe una aplicacién biunivoca del conjunto de los ciclos
simples del grafo & en el conjunto de los ciclos simples del grafo H,
con la cual el niimero de vértices del grado d en los ciclos respectivos
o8 igual para todos los d & 2.

1.30. Establecer si existen en los grafos ropresentados en la
fig. 7 subgrafos homeomorfos al grafo G

1) G = K, (véase la fig. 8, a);

2) G = K; (véase la fig. 8, b);

3) G = K, 5 (véase la fig. 8, ¢).

1.31. La operacién de sobredivisién consiste en la sustitucién de
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dos aristas adyacentles (w, v) v (v, w), euyo vértice coman v ticne
el grado 2, por una arista (u, w). Aplicando paso a paso la operacién
de sobredivision se puede obtener de un grafo arbitrario (7, que con-
tenga vértices del grado 2, un pseudografo que no contenga vértices
del grado 2. Este pseudografo se 1lamard sobredivision complela del
grafo C.

1) Mostrar que la sobredivision completa del grafo G no depende
del orden en el que se aplicé la operacién de sobredivisién a los
pares de aristas adyacentes del grafo G.

2) Mostrar que Jos grafos G y H son homeomorfos si, y sélo si,
susg sobredivisiones completas son isomorfas (como los pseudografos).

1.32. Demostrar que en ¢l grafo de Petersen (fig. 7, @) no hay
ciclo hamiltoniano, pero en el grafo obtenido de él mediante Ia ex-
iraccion de un vértice, hay un ciclo hamiltoniano.

1.33. Demostrar que en cada uno de los grafos XK,, K, ,, 8"
hay un ciclo hamiltoniano.

1.34, Sean n impar y B}, el conjunto de vértices del cubo B",
formado por wvértices de peso k. Sea G un subgrafo del cube B"
engendrado por el conjunto Bf_y ) Bhis.

2 2

1} ¢Existen en el grafo G combinaciones de pares perfectas?

2) ¢Existen en el grafo € ciclos de Hamilton?

1.35. En el grafo G hay un ciclo hamiltoniano y en el grafo H,
una cadena hamiltoniana. ¢Es verdad que en el grafo G X H existe
un ciclo hamiltoniano?

1.36. Demostrar que si para cualesquiera dos vértices v y v de
un gralo conexo de »n vértices se cumple d (1) 4+ d (v) =n, entonces
el grafo tiene un ciclo hamiltoniano. .

1.37. Mostrar que cualquier grafo con n vértices y con no menos

de (ngi) + 2 aristas, iiene ciclos hamiltonianos.

1.38. Moslrar que un grafo que tiene dos vértices nu adyacentes
de tercer grado y los demas de un grado no mayor de2, no posce un
ciclo hamiltoniano.

1.89. 1) Mostrar que D (G x H)<D (6) + D (H).

2) Comprobar si D (G x H)<<max {D (G), D (H)}.

1.40%, Demostrar que cada grafo conexo regular de grado 2d
es presentable en forma de unién de 2-factores no intersccados.

1.41.*%, Mostrar que el grafo K,, es representable en forma de
union de algin 1-factor ¥ n — 1 ciclos hamiltonianoes.

1.42. Mostrar que el grafo K,,;; se puede representar en forma
de unidén de n cielos hamiltonianos.

1.43. Mostrar que en el grafo K, con vértices numerados, hay
&1 ciclos hamiltonianos diferentes.

1.44. Mostrar que el nimero de diferentes combinaciones de pares
(2n)!

2% *

perfectas del grafo K,, con vértices numerados es igual a
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§ 2. PLANICIDAD, CONEXION,
CARACTERISTICAS NUMERALES
DE LOS GRAFO0S

Un grafo se llama planar si puedo ser dibujado en un plano de tal
manera, que los arcos de las curvas que representan las aristas sa
crueen solo en los puntos que corresponden a los vértices del grafo;
ademds, en cualquier punte de interseccion convergen sélo los arcos
cotejados a las aristas incidentes precisamente al vértice que corres-
ponde a esle punlo. Tal figura geométrica es la expresién del grafo
planar y se llama grafo plano. Cara interior de un grafo conexo plano
se llama a la regién finita del plano, acotada por un camino cerrado
y no conteniente dentre de si ningln vértice ni arista del grafo.
El camino que acota la cara se llama frontera de la cara. La parte del
plano, formada por puntos que no pertenecen ni al grafo, ni a una
de sus caras interiores, se llama cara exterior. Para los grafos planos
biconexos (multigrafos) que tienen n vértices, m aristas y r carns
se cumple la férmula de Euler n —m - r = 2. Son vilidos los siguien-
tes criterios de la planicidad.

Tworema (Pontriagin—Kuratovsky). Un grefo es planar si, y
sélo si, no contiene subgrafos homeomorfos a los grafos Ky v K,
(fig. 8, &, ¢).

Grosor del grajo G se llama al niimero menor ¢ (G) de subgrafos
planares suyos, euya unién es igual a G. A cada pseudografo conexo,
plano, no trivial G se le puede cotejar el pseudografo dual G* de la
siguiente manera. Dentro de cada cara del pseudografo G se escoge
un vértice del grafo G*. Si = es una arista del grafo G que estd en la
frontera de las caras g, y g,, ¥ v, ¥ v, Son vértices del pseudografo G*
cogidos en eslas caras, entonces los vértices v, y v, se unen con una
arista en G*. Un pseudografo (grafo) plano isomorfo a su pseudografo
dual se llama aufodual, Los ciclos Z,, Z,, ..., Z, del grafo G se llaman
linealmente dependientes si para algunos iy, ig, - . ., i, (1<i, <<
< ipg<<...<Ii,<k) se cumple la rclacion Z;, @ Z;, & ... &
@& Z;, = 0, donde 0 es un grafo sin aristas, Z@ Y es la diferencia
simétrica de los grafos Z ¢ ¥. En el caso contrario los ciclos Z,
Zgy - - v Zy se llaman linealmente independientes. E1 niimero mayor
de ciclos £ (G) en la totalidad de ciclos linealmente independientes
del grafo G se llama nimero ciclomdtico del grafo G. La coloracién
de los vértices (las aristas) de un grafo se llama regular si los vér-
tices (las aristas) contiguos estdn pintados de diferentes colores.
El menor nimero § (G} de colores para el cual existe una coloracién
regular de los vértices del grafo G se llama nimere eromdlico del
grafo G. El menor nimero ¥’ (G) de colores para el cual existe una
coloracion regular de las aristas del grafo G se llama nitmero cromdtico
de las aristas del grafo G. El subconjunto U de los vértices (aristas)
se llama encubrimiento del conjunto de los vértices (o de las aristas)
del grafo G si cada vértice (cada arista) del grafo, o bien coincide con
cierto elemento del conjunto U, o bien os adyacente a algin ele-
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mento de U (respectivamente, es incidente a cierto elemento de U).
El encubrimiento se llama sin salida si después de la eliminacion de
cualquier elemento, deja de ser encubrimiento. La potencia minima
del subconjunto U de los vértices del grafo G, tal que cualquier arista
del grafo es incidente aunque sea a un vértice de U, de designa por
oy (@) v se llama niimero del encubrimiente de los vértices. La potencia
minima del subconjunto ¥ de las aristas del grafo G, tal que cada
vértice del grafo es incidente aunque sea a una arista de ¥, se designa
por o (G) y se denomina numere del encubrimienio de las aristas del
grafo G. El conjunto de los vértices (aristas) del grafo G se llama
independiente si dos elementos suyos cualesquiera son adyacentes.
Pori8, (G) (v respectivamente, por B, (G)) se designa la potencia

s

a) &)
Fig. 0.

méxima del conjunto independiente de vértices {(aristas) del grafo G.
El nimero B, (&) (el namero Py (G)) se llama nimere de independencias
por los vértices (aristas) del grafo G. Por oy, (&) se designa la potencia
minima del subconjunto de vértices U, tal que cada vértice del grafo G
que no entra en U es adyacente aungue sea a un vértice de U,

2.1. (Son planares los grafos presentados en las fig. 6, a, b, 7, a,
b, ¢?

2.2. iCon cuales n=2 los prafos presentados en la fig. 9, a, &
son planares?

2.3. Sea G, = (V;, V5, X) un grafo dicotileddneo,

Vi={t, ag, - . ., a3},
Vz = {bli bgv s u ey bn'}r
X = {x],r Zgy « ooy Tny Yis Hay o= oy Uny Bps Zgy o v 0 5;:}\

donde
z=(a, &), i=1, n;
yi=(an b)), i=1, n—1, yy=(a, b
_ = (a5 bir), i=1, n—2,
Zpny=(2p-1s b1), Zn={(an, ba)

Determinar con cuiles n >> 2 el grafo G es planar.

2.4.!1) i Qué ndmero minimo de aristas hay que extraer del cubo B*
para que el grafo obtenido sea planar?

2) ¢Qué nimero minimo de vértices hay que extraor del cubo B*
para que el grafo' obtenido sea planar?
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2.5%, Supongamos que G es un grafo biconexo plano que tiene
no menos de dos caras interiores. Demostrar gque existe tal cadena
simple, perteneciente a la frontera de la cara exterior, cuya extraccion
lleva a un grafo biconexe plano con menor nimero de caras.

OpsErvacioN. Al extraer una cadena se eliminan todas sus aristas
y vértices interiores, pero los vértices extremos de la cadena se quedan
en el grafo.

2,6. Demostrar por indnecién, empleando el resultado del proble-
ma 2.5, que en un grafo biconexo plano que tenga n vértices y m
aristas, el niimero de las caras interiores es igual a m — n + 1.

2.7. Demostrar por induceién relacionada con el numero de aristas,
que el namero ciclomitico E (¢) de un pseudografo con n vértices,
m arvistas y ¢ componentes de conexidén es igual a m — n + ¢,

2.8, Hallar, para los grafos presentados en las figs. 5, 2: 6, e; 7, 2
el niimero ciclomdtico & (G) y scleccionar un sistema de E (G) ciclos
linealmente independientes.

2.9. Demostrar que en cualquier grafo planar existe un vértice
de grado no mayor que 9.

2.10. Domostrar que en cualquier grafo planar que tenga no me-
nos de cuatro vértices podrdn encontrarse por lo menos cuatro vér-
tices de grado no mayor que 3.

2.11. Demostrar que si en un grafo conexo planar con n vértices
y m aristas cada ciclo simple contiene no menos de % aristas, enton-
k(n—2)

k—2 °

2,12. Un grafo conexo plano, cada cara del cual, incluyendo tam-
bién la exterior, estd acotada por un ciclo de longitud tres, se deno-
mina triangulacién.

Mostrar que cualquier triangulacién con nz=3 vértices tiene
3n—6 aristas y 2r — 4 caras.

2.13. Sea £ (G) el grosor del grafo G. Mostrar que:

1) t(&=[ ]
2) t{Ka, "‘)';)J‘z‘('i'f_:_—z')'[ ;
3) (8= |24

2.14*. Demostrar, empleando la fé6rmula de Euler, que los grafos
K, 3y Ksno son planares.

2.15*. Demostrar que de un grafo biconexo, cuyo nimero cicloma-
tico es E (E > 1), mediante la extraccién de una cadena se puede
obtener un grafo biconexe con un ndmero ciclomatico igual a § —

2,16. Construir un grafo dual al grafo representado en la fig. 5, a.

2.17. Mostrar que un pseudografo dual a un grafo conexo plano
es conexo y plano.

2.18. Mostrar que el ntimero ciclomatico de un grafo dual coin-
cide con el nimero ciclomético del grafo inicial.

oS M <
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2.19. Mostrar que si G tiene un vértice divisorio, entonces G*
también lo tiene.

2.20. Mostrar que ¢l pseudografo G*, duwal al grafo triconexo
plano G, no tiene buecles y aristas multiples.

2.21. ;Culntos grafos biconexos, planos, antoduales, no isomorfos
de par en par, con seis vértices, hay?

2.22. Mostrar que no existen grafos planares sexticonexos.

2.23. Mostrar que un grafo dual a una triangulacién de 7 vértices
(n = 3) es un grafo plano cithico doblemente conexo.

2.24. 1) Mostrar que vn grafo cabico plano, cuyas caras no tienen
menos de cinco vértices, contiene doce o méas vértices.

2) Mostrar que si r; es el niimero de caras de un grafo etbico plano

acotadas por i aristas, entonces 2 (6 — i) r; = 12.
i

2.25, Hallar los nimeros cromdticos de los grafos representados
en las figs. 4-—8.

2.26. Hallar los nimeros crométicos de aristas de los grafos pre-
sentados on las figs. 3—7.

2.27. Hallar el niimero cromético y el niimero cromitico de aristas

1} del grafo K,; -

2) del grafo K, .;

3) del grafo 5™

2.28. ;Cudntas coloraciones regulares de los vértices del cubo B
existen en el nimero minimo de colores?

2.29. Mostrar que el nimero cromético de aristas del grafo de
Potersen, representado en la fig. 7, a, es igual a cuatro, pero cual-
quiera de sus subgrafos & con ocho vértices tiene 7' (G)<{3. (Es
véalida la desigualdad %’ (G)<C3 para un subgrafo arbitrario propio
del grafo de Petersen oblenido después de haber extraido un vér-
tice?

2.30. Mostrar que para colorear las aristas de cualquier pseudo-
grafo elbico son suficientes cuatro colores.

2.31. Mostrar que las aristas de un grafo cdbico plane se pueden
colorear con dos colores @ y &, de tal manera que cada vértice sea
incidente a una arista de color a y a dos de color b.

2.32. Demostrar que a los vértices de cualquier grafo plano se
les puede dar una coloracién regular en seis colores.

2.33. Demostrar por induecion por el niimero de vértices, que
para el grafo plano G es vilida la desigualdad ¢ (G)<5.

2.34. Construir un grafo plano & con un niimero minimo de vér-
tices, tal que ¥ (G) = 4.

2.35. Los vértices del grafo ¢ estAn numerados en orden creciente
de sus grados. Demostrar que si % es el nimero mayor, tal que k<C
<d (v) + 1, entonces vy (G)<k.

2.36. La operacién de compresién consisto en la extraccién de dos
vértices adyacentes de un grafo, v en Ja afiadidura de un nuevo vértice
que serd adyacente a aquellos que han quedado y con los que era
adyacente aunque sea uno de los vértices extraidos. Mostrar que el
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grafo obtenido al aplicar la operacién de compresién a un grafo pla-
nar, también es planar.

2.37. Sea I la longitud de la cadena simple mas larga en ol grafo G.
Mostrar que 7 (G)<I -+ 1.

2,38, Sen d el grado mayor de todos los vértices del grafo G.
Mostrar que

1) 2 (6)<d 4 1;

2y v (GY<<d &+ 1.

2.39. Sea p el nimero mavyor para el que en el grafo G existe un
subgrafo isomorfo al grafo K. Mostear que % (G) = p.

2,40, Mostrar que para el grafo G con n vérlices

1) B G) % (6)<ny

2) 1(6)% G)>n.

2.41. Determinar cusl es ¢l menor r con el que existe un grafo no
plano de n vértices con un complemento no plano.

2,42. Ilallar el grosor del grafo K.

2.43. Demosirar que para un grafo conexo arbitrario G con n(n >
= 1) vértices

oy (G) + By (6) = oy (G) + By (6) = n.

2.44. 1) Poner un ejemplo que relute la alirmacién signiente:
cualquier encubrimienlo de vértices contiene el encubrimiento de
vértices minimo.

2) Demostrar que cualquier encubrimiento de vérlices contiene
¢l encubrimiento de vértices sin salida.

2,45. Hallar el nimero de encubrimientos de aristas minimos y
finales:

1) de una cadena de Jongitud m;

2) de un ciclo de longitud n;

3) del grafo de Petersen (fig. 7. a).

2.46. Demosirar que para cualquier grafo G sen validas las desi-
gualdades ay (G) =Py (G), o (G)28: (G).

2.47. Demostrar que para cualquier grafo G se cumple la desi-
gualdad g (G) Loy (G).

2.48. Demostrar o refutar la desigualdad f, (G) <<y (G).

2.49. Supongamos que U = V es cierto subconjunto de vérlices
del gralo G = (V, X), y v (U) es el nimero de aquellos vértices
ve= 1"\ U que no son adyacenies a ninguno de los vértices de U. Sea

w@=rpr 2 vO).
O

1) Mostrar que wgy () <k + ¥ (G).
2) Sea d, el menor de los grados de los vértices del grafo G. Mostrar
que

k-1
wO<IVITL (1 =)
is=0
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3) Mostrar que para un grafo regular ¢ de grado d que tenga n
vértices,

7<% () <147 (1 +1nd).

2.50. Mostrar que si dy es el 'minimo de los grados de los vérlices
del grafo G, entonces a, (G)=d,.

2.51.% 5i G es un grafo dicotiledéneo y m, el nitmero de sus aristas,
enlonces m-<{ay (G)- Py (¢). Mostrar que la igualdad se alcanza sdlo
para los grafos dicotiledéneos completos.

§ 3. GRAFOS ORIENTADOS

Un pseudografo orientado D = D (V, X) se determina con la
presentacién de un conjunto no vacio (finito) ¥V y una coleccién X
de pares ordenados de elementos de V. Los elementos del conjunto V
se llaman vértices y los elementos del conjunto X arcos (o aristas
orientadas) del pseudografo orientado D (¥, X). En la coleccion X
pucden haber también pares del tipo (v, v} que se denominan bucles
(o lazos) y pares iguales que se llaman arcos mulliples (o paralelos).
Los pares (1, v) y (v, u) se consideran iguales solamente en el caso
en que u = v. Multigrafo orientado se llama a un pseudografo orien-
tado que no contiene bucles. Si en un pseudografo orientado no hay
ni bucles ni arcos miltiples, entonces éste se llama grafo orientado
(o abreviadamente, orgrafo). Grafo dirigido se llama a un orgrafo tal
que no tiene pares simétricos de aristas orientadag, o sea que el con-
junto X no puede contener simultdneamente un arco (u, v) y el arco
dirigido en sealido contrario (v, u).

Sea # = (u, v) un arco de un pscudografo orientado. En éste
el vértice w se llama vértice inicial (o comienzo) v v, vértice final (o
terminacién) del arco x; en este caso también se dice que el arco 2
parte del vértice uw y llega al vértice v. Si el vértice v es comienzo
o final del arco z, entonces se dice que v y z son incidentes. Semigrado
de comienzo del vértice v (del pseudografo D) se llama al niimero de
arcos del pseudografo D que parten del vértice v. El semigrado de
comienzo del vértice v se designa por od (v) o d* (v). Analigicamente
se llama semigrade de llegada del vértice v (designacion: id (v} y d~ (v))
al nimero de arcos del pseudografo que se ponen en el vértice v,

Sustituyendo cada par ordenmado (u, v) de la coleccién X del
pseudografo orientado D (V, X) por un par no orientado {u, v},
formado por los mismos clementos u y v, se obtiene el pseudografo
G = (V, X% asociado a D (V, X).

Los pseudografos orientados D, (V,, X;) y D, (V.. X,) se llaman
isomorfos si existen dos correspondencias hiunivocas ¢: 1V, V,
y P (X, <> X,), tales que para cualquier arco z = (u, v) € X; os
valida la relacion ¥ (z) = (@ (w), ¢ (v). La transformacién isomorfa
de un pseudografo ocientado e si mismo se llama automorfismo del
pseudografo. La totalidad de los automorfismos de un pseudografo
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orientado forma un grupo con relacién a la operacién de multipli-
cacion {de cumplimiento sucesivo) de automorfismos. Este grupo se
llama grupe (de automorfismos) de wun psendografo orientado,

Las operaciones de extraccién de vértices y arcos, asi como los con-
ceptos de subgrafo, subgrafo soporte y subgrafo engendrado se definen
para los pseudografos orientados en forma semejante a como se hizo
en los casos de pseudografos no orientados.

Al definir los conceptos de camino orientado, camino cerrado, cadena,
ciclo, cadena simple y eiclo simple se exige (a diferencia de la definicién
de los respectivos «conceptos no orientadoss) que la sucesién (de vér-
tices y arcos) vy, Ty, Vay gy + + oy Tnogs Unogs Tnoye Vg (0 222) satisfaga
la condieidén: cada arco x; {1<{i={n — 1) tiene la forma (v;, v;4,).
o sea, que el vértice v; es cl comienzo del arco z; y el vértice v, ..,
es su final. Se considera que el (v — v)-camino orientado estd orien-
tado desde su primer vértice u hasta su Gltimo vértice v. Longitud
del camino se llama al nimero de arcos que éste tiene. Dislancia
p (u, v) de un vértice u a otro vértice v se llama la longitud del (u — v)-
-camino mas corto. A un camino orientado con frecuencia se lo deno-
mina via ¥y a un ciclo simple orientado, cenforno.

A una cadena soporte simple orientada se le llama camino hamii-
toniano (cadena hamiltoniana). Se denomina contorno hamiltoniano
al contorno soporte de un pseudografo orientado. Si un pseudografo
orientado contiene un contorno hamiltoniano, entonces el propio
pseudografo también se llama hamilioniano.

Se dice gue el vértice v de un pseudografo orientado es accesille
desde el vértice u si en el pseudografo existe un (. — v}-camino, o sea
un camino que parte del vértice u y llega al vértice v.

Un pseudografo orientado se Ylama juertemente conexo (o fuerte)
si on él cualguier vértice es accesible desde cualquier olro vértice
suyo. Un pseudogralo orientado sc Llama conexo unilateral (o unilateral)
si para cualesquiera dos vértices pov lo menos uno es accesible desde
el otro. Un pseudografo orientado D (V, X) se llama débilmente
conexo (o débil) si el pseudografo (¥, X9 asociado a él es conexo.
Si un pseudografo orientado ni siquiera es débilmente conexo, en-
tonces se 1llama inconexeo. Un orgrafe trivial, que consta solamente de
un vértice, se considera (por definicion) fuertemente conexo.

Componente fuerte del orgrafo D se llama a cnalquiera de sus
subgrafos orientados que sea orgrafo fuerte y que no s¢ contepga en
ningin otro subgrafo orientado fuertemente conexo del orgrafo D.
Analégicamente, un componente unilaleral representa em 8i un sub-
grafo unilateral maximo del orgrafo D, y un componente débil, un
subgrafo débil maximo. Los conceptos de componente fuerte, unila-
teral v débil se generalizan en forma natural para el caso de un pseu-
dografo orientado.

Sea.y = {9, S, ..., S.} el conjunto de todos los componen-
tes fuertes del orgrafo D. Condensacién D* del orgrafo D se llama un
tal orgrafo, cuyo conjunto de vértices es y y el arco (S;, §;) estarad
en el orgrafo D* si, y solo si, en el orgraio D existe aunque sea un
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arco que sale de cierto vértice del componente S, y llega a algin vér-
tice del componente S,

Si D =D (V, X) es un orgrafo, entonces el orgrafo inverso a
él D’ se da con el mismo conjunto de vértices ¥ y con un conjunlo
de arcos X' tal que el arco (u, v) pertensce a X' si, v s6lo si, el arco
(v, u) pertenece a X.

El vértice v del orgrafo D se llama fuente si desde 6] es accesible
cualquier otro vértice del orgrafo . Sumidero del orgrafo D se llama
todo vértice suye v que sea fuente en el orgrafo inverso (al orgrafo D)
D’

Supongamos que D es un orgrafo para el euwal el grafo asociado a
él es un arbol. Entonces el orgrafo D se llama drbol creciente, si él
tiene fuente. Un pseudografo orientado se denomina completo si en
él cualesquiera dos vértices diferentes se unen aungue sea con un
arco,

Tornee s¢ llama a un grafo dirigido completo.

Sea D un orgrafo de n vértices y el conjunto de sus vértices V =
= {Uyy Var . . ., Un}. Matriz de adjuncién del orgrafo D se llama a la
(n X n)-matriz A (D) = || a;; || en la cual a;; = 1 si el arco (v,
vy) pertenece al orgrafo D y a;; =0 en el caso contrario. Supongamos
ademds que el conjunto de todos los arcos del orgrafo D lambién
estd ordenado: X = (x), @y, ..., x,). Matriz de incidencia (o
mairiz incidental) del orgrafo D se llama a la (n X m)-matriz B (D) =
= || by; || en la gue

1 si el vértice v; es final del arco «;,
bi; = ¢ —1 si el vértice u; es comienzo del arco z;.
0 si el vértice v; no es incidente al arco z;.

3.1. Refutar la afirmacién: si los semigrados de partida y de llegada
de cualquier vértice de un orgrafo son positivos y pares, entonces para
cada vértice del orgrafo habra un conlorno que le contenga.

3.2. Supongamos que el orgrafo D (V, X) es por lo menos débil-
mente conexo, V= {u, vy, ..., B} o 22yd* (0) —d (v;) = 1,
d*(vy) — d= (v} = —1, d* (v) =d (v), eonj =3, ..., n De-
mostrar que entonces cn ol orgrafo D existe una (r; — v,)-cadena
orientada, gue contiene todos los arcos del orgrafo.

3.3. Demostrar que un orgrafo es [uertements conexo si, v sélo
si, en €l existe un eamino cerrado soporte orientado.

3.4. Demostrar que un orgrafo débil es fuertemente conexo si,
y s6lo si, en él existo un camino cerrado orientado que contiene cada
arco del orgrafo aunque sea una vez.

3.5. Supongamos que el orgrafo D se pucde representar en forma
de una unién de ciertos caminos corvados orientados suyvos D,
Dy. .., Dy (k21), que satisfacen la condicién: cada dos caminos
veeinos Dy y Dy (L <j<<k — 1) tienen aunque sea un vértice
comiin. Demostrar que entonces el orgrafo D es fucrtemente conexo.

3.6, Demostrar que en cualguier torneo hay un camino hamil-
toniano.|
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3.7. Demoslrar que el torneo 7' es orgrafo fuerte si, y sblo si, T
tienec un contorno soporte (o sea que es un torneo hamiltoniano).

3.8. Sea {v,, vy, . .., Uy} el conjunto de los vértices de un torneo.
n n
Demostrar que 2, (d* (v;))* = 2 (n — d* (v;))%
LT | {=1

3.9. Supongamos gue el vértice v del torneo T tiene un semigrado
de salida no menor que ol semigrado de salida de cada uno de los
otros vértices del torneo. Demostrar gue la distancia del vérlico v
a cvalquier vértice del torneo no supera a 2.

3.10*, Designemos por S cierto conjunto de arcos del torneo 7',
Los arcos del conjunto S se llaman concordados i se pueden numerar
los vértices del torneo 7 de Lal forma que de la pertenencia del arco
(vi,» v;) al conjunto § se pueda deducir la desigualdad 7 <C j. Supon-
gamos que f {n) es el mayor niimero entero tal, que cada torneo de n
vértices (r>3) contiene un conjunto S formado por f (») arcos con-

cordados. Demostrar gue f (n);a[-%-_]-[ z 21 !

3.11*. Demostrar que el nimero de ciclos orientados de Jongitud 3
en un torneo de n vértices no es mayor que

in;i:-!-) si n es impar,
t(n)y= n (n3—b)

7 si n es par.

3.12. Demostrar que el grupo de automorfismos de cualguier tor-
neo tiene un orden impar (o sea que estd formado de un pimero
impar de elementos}.

3.13. Mostrar que en la condensacion ¥ de un orgrafe arbilrario
no hay contornos.

3.14. Demostrar que el orgrafo D s unilateral si, y sélo si, su
condensacién D* tiene una vinica cadena soporte orienlada.

3.15. El orgrafo D (V, X) ¢e llama fransitivo si de la pertenencia
de los arcos (&, v) v (v, w) al conjunto X se deduce la pertenencia
al conjunto X del arco {(u, w), Demostrar que la condensacién de
cualquier torneo es un torneo transitivo.

3.16. Orgrafo sin contornos se llama a un orgrafo quo no contiene
contornos. Demostrar que cn un orgrafo sin contornos existe un vér-
tice con un semigrado de salida nulo.

3.17. Demostrar que un orgrafo es isomorfo en su condensacion
si, y s6lo si, é1 no tiene contornos.

3.18. Sea el orgrafo D débilmente conexo, pero no unilateral.
Demostrar que en [ no existe tal vértice que extrayéndoselo le con-
vierte en un orgrafo fuerte.

3.19. Demostrar gue un orgralo débil es drbol creciente si, y silo
si, unicamente uno de sus vértices Liene un semigrado de llegada nulo
y el semigrado do llegada de los demis vértices es igual a 1.

3.20. Sca S, un grupo de sustituciones simétrico aplicado al
conjunto {1, 2, ..., n}, nz==2. Examinemos la unién arbitraria T
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de las transposiciones del grupo S,. Al conjunto I se le puede cotejar
el orgrafo D (V, X 1) que tiene V = {1, 2, ..., n} y el arco (I, J)
pertenece a X ; s6lo en el caso en que i << j y la transposicién (if)
se contiene en el conjunto 7. Demostrar que el conjunto 7" forma
una base en S, {0 con otras palabras, el conjunto 7 es un sistema
irreducible de generatrices el grupo S,) si, y sélo si, el .orgrafo
D(V, Xy) es un drbol creciente.

3.21. Demostrar que un orgrafo completo fuertemente conexo
es hamiltoniano.

3.22. Mostrar que en orgrafo completn hay fuente.

3.23. Convencerse de que cualquier torneo transitivo tieme un
solo camino hamiltoniano.

3.24. Demeostrar que en cada torneo el nimero de todos los dife-
Tentes caminos hamiltonianos es impar.

3.25. Supongamos que un orgrafo completo fuertemente conexo
tiene n vértices (n==3). Demostrar que con cualquier valor de
E{3<<k<n) para todo vértice del orgrafo habrd un contorno de
longitud % que conticne este vértice.

3.26. Sea D (V, X) un orgrafo completo fuertemente conexo que
tiene | V |>=4. Mostrar que en el orgrafo D existen dos vértices dife-
rentos L, y v, que satisfacen la condicién: los orgrafos D; y D, gue
se obtienen del orgrafo D después de la extraccidn de los vértices v,
¥y Uy (respectivamente) son fuertemente conexos.

3.27. Por AY se designa la matriz de la contigiiidad de g-ésimo
grado 4 (D) = | a;; || del orgrafo D. Demostrar que el (i, j)-ésimo
elemonto a{? de la matriz A7 es igual al namero de todos los (v, —
—vu;)-caminos de longitud g (en el orgrafo D).

3.28, Sea B la matriz de incidencias del orgraio D (V, X). Mos-
trar que el subconjunto X, de arcos del orgrafo D (X, = X) genera
un ciclo simple (que puede no ser orientado) si, y sblo si, el conjunto
de las coJumnas (de la matriz B) que corresponden a estos arcos es
linealmente dependiente y cualguier subconjunto suyo propio no
tiene esta propiedad.

3.29. Demostrar que un determinante de cualquier submatriz
cundrada de la malriz de incidencias B (D) del orgrafo D es igual
al,a -1, o bicn a —1.

3.30. Sea B la matriz de las incidencias de un orgrafo débilmente
conexo de n vértices D y sea la matriz B obtenida de B eliminando
cualgquier (una) fila. Demostrar que existe una correspondencia biu-
nivoca entre diferentes') &rholes orientados del orgrafo D (conside-
rados como subgrafos orientados del orgrafo D) y las submatrices no
degeneradas del orden » — 1 de la matriz B.

3.31. Supongamos que la matriz 5 es la submatriz de la matriz
de las incidencias B del orgrafo débilmente conexo D que fue des-
crita en ¢l problema anterior. Por B’ se designa la matriz iranspuesta

') Aqui se considera que los dos arboles son diferentes, si son orientados no
tsomorfos con los vértices marcados (numerados).
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a la matriz 5. Demostrar que el nimero de diferentes drboles orien-
tados que ]lay_en el orgrafo D es igual al valor del determinante de
la matriz B-B'.

§ 4. ARBOLES
Y REDES BIPOLARES

El pseudografe G = (V, X) en el que se han seleccionado &
vértices, llamados polos, se denomina red k-polar. El pseudografo G
se llamari grafo correspondiente a la red k-pelar. La red I' con el
conjunto de polos P y el grafo & (V, X) se designara por (P; V, X).
Dos redes k-polares son isemorfas si sus grafos son isomorfos y al

| 09 RY RPRG

cea=b ceaed cea=b c=d=b
&) ) &)

Fig. 10.

mismo tiempo los polos de una red mutua y univocamente corres-
ponden a los polos de la otra. Una red unipolar, cuyo grafo es un érbol,
se lama drbol radical. El Gnico polo de tal red se llama rafz. Arbol
radical plano se llama a la representacion del grafo en un plano. Este
concepto se puede definir por induccién de la manera siguiente.
La red representada en la fig. 10, a, es un érbol radical plano. 5iA
v B (véase la fig. 10, b) son 4rboles radicales planos, entonces las
figuras C, D, E (fig. 10, ¢, d) también son édrboles radicales planos.
Consideraremos que un arbol radical plano arbitrario se representa
en ¢l plano con un corte, que es una semirecta que sale de la raiz
(véase fig. 10, e). Aqui se puede suponer que las aristas incidentes a la
rafz estén numeradas en el sentido del giro de las agujas del reloj
con los nameros 1, . .., m, donde m es el grado do la raiz. Si se
extrae de este arbol radical plano la arista de nimero i, enlonces se
obtendré un grafo con dos componentes de conexién. A aquel de los
componentes que no contiene raiz le llamaremos i-ésima rama del
arbol radical inicial. La raiz de la i-ésima rama se considerard el
vértice incidente a la i-ésima arista (en el &rbol inicial). Designare-
mos por d, (A) el grado de la raiz de un drbol radical arbitrario A,
Los arbolesradicales planos A y B se llaman iguales si bien dy (4) =
=d, (B) = 0, o bien dy(4d) = dy (B) = m >0 y para cualquier
{ = 1, m las i-ésimas ramas de los drboles A y Z son iguales. Dos
drboles gue no son iguales se llaman diferentes. Asi que los drboles D
y E (véase la fig. 10, d) son diferentes si los arboles A y B (véase
ia fig. 10, b) son diferentes. A cada &rbol radical plano T con m
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aristas se le puede univocamente cotejar un vector binario de longi-
tud 2m llamado eddigo del drbol. A un arbol con una arista se le coteja
ol vector O1. Si a los 4rboles A y B (lig. 10, b) se les cotejan los vec-
tores @ y P respectivamente, entonces al arhol € (fig. 10, ¢) se le
coleja el veclor Oal y a los 4rboles D y E (fig. 10, d), los vectores ap
v P

A eontinuacién. si no se menciona lo contrario, por red se enten-
dera una red de dos polos. La red I ({a, b}; V, X) se designara abre-
viadamente por [ (a, b). Subgrafo de esta red se llamard a un sub-
grafo del grafo (¥, X). A un vértice del subgrafo no trivial G de la
red [ e le llama de frontera si él, o bien es un polo, o bien es inci-
donte a cierta arista de la red que no pertencce al subgrafo G. Un
subgrafo no trivial de una red se llama ramificacion (derivacion) si
posec el finico vértice de frontera. Subred de una red de dos polos se
llama a su subgrafo que tiene exactamente dos vérlices de frontera.
Tstos vértices son los polog de la subred. Una red se llama coneza
si su grafo es conexo. Trivial se llama a una red (o subred) conexa
que tiene una arista. Una red conexa se llama fuerfemenie conexa
si por cada arista pasa una cadena simple que une los polos de Ja red.
Una red fuertemente conexa se llama descomponible si ella posee
aunque sea una subred no trivial. En el caso contrario se denomina
indescomponible. Supongamos que I' (@, b) es una red descomponible,
G (e, d) es su subred no trivial y T, (a, &) es la red obtenida de I' (a,
b} mediante la sustitucion de la subred G (¢, d) por la arista (e, d).
Entonces a su vez la red I' (¢, b) puede ser obtenida mediante la sus-
titueién de la arista {e, d) de la red T, (a, b) por la red G (e, d).
De esta manera, la red descomponible I' (a, b) puede ser represen-
tada por medio de la red I', (e, &), la avista (¢, d) de Ja red Iy (a, b)
v lared @ (a, b). Tal representacion se llama descomposicidn de la red
T (a, b). La red T, (a, b) se llama red exterior y la red G (c, d),
red interior de la descomposicién. La red I' (a, b) se llama superposicién
de las redes T, (a, b) v G (¢, d). Una red formada de m aristas parale-
Yas que unen los polos &, b se designa por Ty, (a, &) o, abreviadamente,
por I%. Una red cuyo grafo es una cadena simple de longitud m
y que une los poles e, b se designa por T3 (a, &) o, abreviadamente
por, T La red que puede ser obtenida de las redes I'? v ' mediante la
aplicacién de un nimero finito de operaciones de sustitucion de una
arista por una red, se llama red paralelasecuencial o abreviadamente
mi-red. Una red indescomponible y no trivial T (a, b), diferente de
T2 (a, b) vy de Tj(a, &) se llama H-red.

Una red descomponible se llama p-descomponible (o respectiva-
mentie s-descomponible) si cierta red exterior de descomposicidn tiene
la forma de T}, (o respectivamente de 1'7,), m > 2. Si cierta red exte-
rior de descomposicién de la red I' es una If-red, entonces I se llama
H-descomponible. Es vélida la afirmacién de que toda red descom-
ponible es p-, ¢, o bien H-descomponible. Una p-descomposicidn
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en la que las redes interiores de descomposicién son diferentes de
las redes dol tipo T'! gue son p-descomponibles, se llama p-descom-
posicién candnica de una red. De manera semejante se define la
s-descomposicion candnica. Una descomposicién cuya red exterior es
una H-red se llama H-descomposicién candnica. A cada n-red T’ con m =
>-1 aristas se le puede cotejar un drbol radical plano 7 (I') con m
vértices colgantes, tal gue: a) eada vértice del frbol I (I, diferente
de uno colgante, esté marcado con uno de los signos p 0 s; b) en cada
red que va desde la raiz hasla un vértice colgante las marcas p y §

nr)
I
“O/\ s P P
a) LA

Fig. 11.

se alternan; c¢) los vértices diferentes de la raiz tienen un grado no
igunl a dos. Lous vértices colgantes del arbol T (T') no estan marcados.
El drbol 7 (I') se define por induccidn. Si I tienec el tipo I'F, (o I'y),
entonces 7' (I} es un drbol cuya raiz esta marcada con el simbolo p
(respeclivamente, con el simbolo s) y los deméds m vértices son eol-
gantes, adjuntos a la raiz v no tienen marcas. Si la red T es descom-
ponible y diferente de las redes del tipo indicado, la red exterior de
descomposicién tiene la forma T'% (o I'i) v las redes interiores son
Gy, Ggy . . .. Gy, entonces el arbol T (T') se construnye de la manera
siguiente. Supongamos que T (G}, T (Gy), ..., I (Gy) son los
arboles (ue corvesponden a las redes interiores de descomposicion.
Entouces en calidad de raiz T (T') se toma el vértice de grado /t mar-
cado con ¢l simbolo p (respectivamente con el simbolo s). Los vérlices
adjuntos a la raiz se marcan con el simholo s (respectivamente con
el simbolo p). Los vértices vy, vy, ..., vy adjuntos a la raiz se iden-
tifican con las raices de los drboles T (Gy), T (Gy). .. .. T (Gu).
Por ejemplo, 1a s-red representada en la fig. 11, ¢ corresponde al
drhol representado en la fig. 14, 4. El arbol 7' (I') se Ylama diagrama
de la descomposicién canénica de la m-red T'. Obscrvemos que si la
red exterior de descomposicidn de la red I' tiene la forma L'} (u, 0)
vy las aristas (a, v,), (@, #a), . ... (Up_. &) se sustituyen por
las redes inleriores Gy (@, wy), Gy (uy, o}, « .« . G {1g_q, b) rves-
pectivamenle, entonces en el drbol 7' (I') los vérlices vy, va, . . ., Uy,
identificados con las raices de los arboles radicales planos 7' {G,),
T(G,), ..., T(Gy) se suceden uno a otro de izguierda a derecha
en ¢l orden creciente de los niimeros. Asi que el drbol 7 (I} repre-
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sentado en la fig. 12, b es el diagrama de la descomposicién canonica
de la red TV (fig. 12, @), pero no es el diagrama de la red T’ (véase
la lig, 11, a}.

n vértice de la red diferente de un polo se llama interior. El vér-
tice v depende de) vértice u =i cualquier cadena simple que une los
polos y pasa por v, también pasa por u. Los vértices v y u son equi-
valentes si v depende de u y u depende de v, El vértice v es mds débil
que el vértice u vy el vértice u es mds fuerte que el vértice v si v de-
pende de u pero no es equivalente a él. El vértice v sa llama minimo
si no es mas débil que ningiin otro vértice interior de la red. En lo
sucesivo se llamaré cadena de la red a una cadena simple que une los
polos do la red. En los casos en los que el término «cadenay se emplee
en olro sentido cso se mencionard especialmente. A una cadena de
la red se la Ilama la mds corta si tiene la menor longitud posible.

T
5
p (
(I
Tla, 5
™
5
a) 6}

Fig- 12.

Longitud de )a red se llama a la longitud de su cadena mds corta,
Corte se 1lama al conjunto de aristas cuya extraceion destruye todas
las cadenas. El corte se llama sin salide si no tiene ningin subcon-
junto que sea corte. El corte se llama minimo si tiene el menor na-
mero posible de aristas. El nimero de aristas de un corte minimo
se llama ancho de la red.

4.1. Sea G un grafo con p =2 vértices, Demostrar la equivalen-
cia de las afirmaciones siguicntes:

1) G es un grafo conexo con n — 1 aristas.

2) G es un grafo conexo pero después de Ja extraccién de cualquier
arista se hace inconexo.

3) Cualquier par de vértices diferentes del grafo ¢ estd unido
por una cadena inica.

4) G es un grafo sin ciclos pero si se afiade una arista que una a
cualesquicra dos vértices eso lleva a la aparicién de un ciclo.

4,2, Demostrar que en cualquier &rbol con »>>2 vértices hay
no menos de dos vértices colgantes.

4.3. Demostrar que si en un grafo no trivial @ el nimero de vér-
tices colgantes es igual al nimero de aristas, entonces, o hien & es
inconexo, o hien es drbol.
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4.4. Supongamos quo F (G) = {H,, H,, ..., H,} es una fami-
lia de grafos en la cual el grafo A; ha sido oblenido del grafo de »
vértices G mediante la extraceién del vértice con el nimero i (i=1, n).
En los grafos H; los vértices no estén marcados. Demostrar que:

1) por la familia F (G) se puede aclarar si es el grafo G un arbol;

2} si & es arbol, entonces por F () se puede univocamente (con
una exactitud hasta el isomorfismo) reconstruir G.

4.5. Se llama interseccidn de dos grafos G y H al grafo G A,
todos los vértices y aristas del cual pertenecen tanto a  como a /.
Mostrar que una interseccién no vacia de dos subarboles de un 4rhol,
es arbol.

Sea pg (v, u) la distancia entre los vérticos v y u en el grafo
G = (V, X). El vértice u,, para el cual

mix , V) =min mix u, vy,
ne Pg (g, V) o Pq (u, )

se llama centro del grafo y el namero R (G) = méx pe (o, v) se
vE

llama radio del grafo.

4,6. 1) Hallar cl nimero de centros on el grafo

a) G (véase la fig. 6, a);

b) G (véase la fig. 6, b);

l'.'.) G = Kn,, g

2} Demostrar que en cualquier drbol hay no mas de dos centros.

4.7. Demostrar que un arbol tiene un contro Tmico en el caso do
que su didmetro sea niimero par y tiene dos centros cuando el did-
metro ¢s numero impar.

4.8. 1) Sean D (G) el didmetro y R (G) el radio del grafo G. Mos-
trar que R (G)<<D(G)<2R (G).

2) Mostrar que si G es un arbol, entonces R (G) = @ v

3} Poner el ejemplo de un grafo G para el cual R (G} = D (G).

4.9%, Demostrar que un &rbol-se reconstruye univocamente con
una exactitud hasta el isomorfismo, si se dan de par en par las distan-
cias entre sus vértices colgantes.

4.10. Mostrar que en un arbol con un didmetro impar cualesquiera
dos cadenas simples de longitud méaxima tienen aungue sea una arista
comun.

4.11. Arbol infinito se llamard a un grafo con un conjunto nume-
rable de vértices que satisface la condicion siguiente: para cualesquie-
ra dos vértices u, v del grafo existe una {nica (1 — v)-cadena simple
vy la longitud de esta cadena es finita. Demostrar que si el grado de
cada vértice de un drbol infinito es finito, entonces para todo vér-
tice oxiste una cadena simple de longitud infinita que contiene a este
vértice.-

4.42. Sea P = {v;, v,, ...} una cadena simple infinita. Sea
G = K, % P. ;Cuil serd la potencia del conjunto de todos los arbho-
les soportes del grafo G?
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Supongamos que G = (V, X) es un multigrafo con un conjunto
de vértices ¥V = {vy, Vo, ..., Un} ¥ M (G) = || ¢;; || es una matriz
cuadrada de un orden n, en la que

d(v;) con i=7j;
ai,: —1 con i'-Pﬁj‘ (Ui! UIIGX:
0 con iz=j, (v, v;) &X.

Se sabe 1331 que el nimere de diferentes érboles soportes de par en
par del grafo es igual al menor de cualquiera de los elementos de
la diagonal principal de la matriz M (G).

4.43. Hallar el nimero de arboles soportes de los grafos repre-
sentados en las figs. 4, a, b; 8, a, b, habiendo numerado los vérti-
ces de estos grafos anticipadamente.

4.14. (Cudl es el nimero cromético de un drbol con n=2 vér-
tices?

4.15, ;Es cierto que si el didmetro de un grafo G es igual a k (k& >
= 2), entonces existe un arbol soporte cuyo didmetro es k?

4.16, Demostrar que siempre que n>>3 el ntmero de arboles
radicales isomorfos de par en par con n vértices, supera en no menos

Y%

Fig, 13.

de dos veces al niimero de drboles no isomorfos de par en par con n
vértices que no tienen raiz.

4.17. Supongamos que un &rbol radical con n (rZ=2) vértices
colgantes no tiene vértices de grado 2 diferentes de la raiz. Mostrar
que el nimero total de los vértices del rbol no es mayor que 2r - 1.

4.18. Construir los cédigos de los drboles radicales planos repre-
sentados en la fig. 13, a, &.

449. Por el cédigo o dado construir un Arbol radical plano.

1) @ = (001010011011);

2) & = (0100041001101011);

3) @ = (0001010110011011).

4.20. 1) Aclarar cuantos 4rboles con cuatro aristas que sean radi-
cales y no isomorfos de par en par existen.
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2) ¢Cuéntos drboles radicales planos con cuatro aristas dife-
renies de par en par existen?

4.21. Dividir el conjunto de vectores {a,, a4, o, &g, as} en clases
de equivalencia de tal manera, que los vectores de una clase sean
codigos de los drboles isomorfos de par en par siguientes:

o = (0010101101), &, = (0100101104),
@y = (0101004011); & = (0100101011),
s = (0010110101).

4.22. Demostrar que el cédige @ = (ay, og, . . ., Coy) de un

érbol radical plano con n aristas tiene las siguientes propiedades:
n

1) Dey=n;
imi
2) ‘para cualquier k& (1<{hk<2r) es valida la desigualdad
k
D) oL K2,

i

4,23. Mostrar que cualquier vector binario o de longitud 2n,
que salisface las condiciones 1) y 2) del problema anterior, es el
cédigo de un grafo radical plano con n aristas.

4.24. 1) Mostrar que para el niimero ¢ (n) de los vectores & € B2"

que satisfacen las condiciones 1), 2) del problema 4.22, es vilida
la relacién recurrente

b= D b(i—1)p(r—i), donde H(0)=yp(1)=1.

2%) Hallar la expresién analitica de ¢ (nr).

4.25. Supongamos que G es un grafo plano conexo. Partiendo de
cierto vértice v, perteneciente a una cara exterior, recorreremos esta
frontera de tal forma que ella constantemente se encuentre a la de-
recha segin la direccién del recorrido. En cierto momento de nuevo
llegaremos al vértice inicial v. El recorrido continuari si quedan
aristas que no se han pasado, incidentes al vértice v y pertenecientes
a la frontera de la cara exterior. En ¢l caso contrario el recorrido se
termina. )

1) Demostrar que G es un #rbol si, y sélo si, durante el recorrido
cada arista se pasa dos veces.

2) Supongamos que &G es un arbol con la raiz v. De acuerdo con
el recorrido descrito anteriormente, al érbol se le puede cotejar un
vector binario. Pasando sucesivamente una arista tras otra, al reco-
rrer la arista de turno anotaremos 00 si pasamos por ésta la primera
vez y 1 si pasamos la segunda vez. Mostrar que el vector obtenido de
esta manera es el cédigo del drbol G.

4.26. Supongamos que G es un grafo con n vértices y m aristas.
El grafo se llama compensado si ningin subgrafo suyo tiene vértices
de un grado mayor que 2m/n.

1) Demostrar que un arbol con n» > 2 es un grafo no compensado.
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2) Poner el ejemplo de un grafo compensado en el quem = n 4 3.

4.27. Sea G un grafo, a cada arista del cual se le ha inscrito un
peso que es un ndmero real no negativo. Se llama peso del subgrafo
del grafo G a la suma de los pesos de las aristas de este subgrafo.
Se llama drbol recubriente minimo del grafo G al arbol soporte del
mismo, que tenga un peso minimo, Demostrar que se puede obtener
un frbol recubriente minimo empleando el algoritmo siguiente.
En el primer paso del algoritmo se selecciona la arista de menor peso.
Despusés en el paso sucesivo se selecciona la arista que tenga el peso
menor entre todas las aristas que no formen ciclo con las aristas selec-
cionadas anteriormente. El algoritmo termina su funcionamiento si
ya no existe una tal arista.

4.28. ;s justo que cualquier subred de una red fuertemente conexa
es fuertemente conexa?

4.29, Supongamos que en una red conexa hay una tnica ramifi-
cacion con k vértices que no se contieno en otra derivacién con un
nimero mayor de vértices. Mostrar que es suficiente trazar & — 1
aristas complementarias para hacer la red fuertemecnte conexa. ;Se
puede siempre hacer lo mismo con menor namero de aristas comple-
mentarias?

4.30. ;Es cierto que para cualesquiera n y m (m >n>3) exis-
ten redes descomponibles con n vértices y m aristas?

4.31. (Es cierto que un grafo fuertemente conexo es 2-conexo?

4.32. (Es cierto que si se seleccionan en un grafo cibico 2-conexo
arbilrario dos vértices no adyacentes en calidad de polos, entonces
se obtendrd una red indescomponible?

4.33. (Cuantas redes indescomponibles no isomorfas de par en
par se pueden obtener seleccionando en un cubo n-dimensional dos
vértices en calidad de polos?

4.34. 1) Mostrar que si una red indescomponible tiene n > 2
vértices y m aristas, entonces

In<2m 4+ 2<<n(n — 1).
2) Mostrar que para cualesquiera m y n, tales que m;% n—1,

n >> 4 existe una red indescomponible con n vértices y m aristas.

4.,35. Para las redes reprosentadas en la fig. 14, a, b. ¢,

1) determinar ¢l tipo de descomposicitn;

2) hallar las redes exteriores de la descomposicién canénica.

4.36. Sea T" la red representada en la fig. 15.

1) Indicar todos los vériices minimales de la red.

2) Dividir todos los vértices interiores de la red en clases for-
madas de vértices eguivalentes de par en par.

3) Comprobar si existe en esta red un vértice que sea més débil
que todos los demés.

4.37. Demostrar que para cada vértice v de una red fuertemente
conexa, existe una cadena que contiene todos los vértices més fuertes
que: él o equivalentes a él.
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4.38. Supongamos que S (I') es el conjunto de tales vérlices v
de la red T que no son minimos.

1) ¢Es cierto que si I es una red H-descomponible sin aristas mal-
tiples, entonces después de la unién de cada vértice v €S (I") por las
aristas con cada uno de aguellos polos a los cuales v es no adyacente
resultard una red indescomponible?

2) ¢Es suficiente para obtener una red indescomponible unir cada
vértice v de § (I') exactamente con uno de aquellos polos a los cuales v
no es adjunta?

4.39. 1) Mostrar gque todo vértice divisorio es minimo.

2) Mostrar que todo vérlice adjunio a ambos polos es minimo.

< <2
P >

Fig. 14. Fig. 15.

4.40. Sean todos los vértices de la red fuertemente conexa T
minimos.

1) Aclarar si la red I" puede ser:

a} p-descomponible;
b) s-descomponible;
¢) IH-descomponible.

2) Supongamos que la red I' es s-descomponible. Mostrar que
cada vértice interior es divisor.

3} Supongamos que la red I' es H-descomponible. Comprobar si
alguna de sus redes interiores puede ser:

a) H-red;
b) red H-descomponible;
¢) red diferente de las redes I'}, (m>=1).

4.41. Supongamos que la red fuertemente conexa I' que tiene 8
aristas no es ni p-, ni s-descomponible y no tiene subredes del tipo
TP, T% (m = 1). Mostrar que T es una red indescomponible.

4. 42, Sea G = (V;, V;, X) un grafo conexo bipolar en cl que
el grado de cada vértice es mayor o igual a 2. Mostrar que si se cons-
truye una red I’ (¢, &), uniendo con arista el polo a con cada vér-
tice del conjunto V;, v el polo b, con cada vértice del conjunto V,,
entonces esta red resultard una Fl-red.

4.43. tExiste una red p-descomponiblo en la que cualquier subred
que tenga no menos do tres aristas es p-descomponible?
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4.44. Construir los diagramas de la descomposicién canénica
para cada una de las redes representadas en la fig. 16, a, b

4.45. Construir m-redes que tengan los diagramas de la descom-
posicion candnica como los representados en la fig. 17, a, b.

4.46. Demostrar que si las m-redes T; y I, no son isomorfas,
entonces tienen diferentes diagramas de descomposicion canénica.

4.47. Supongamos que 4 y B son dos cadenas de la red T’ (a, b),
que el vértice u pertenece a la cadena A pero no pertenece a la cadena
B y que el vértice v pertenece a la cadena B pero no pertenece a la A.
Supongamos ademds que [u, »] es una cadena simple que une u y v,

Fig. 16.

v no se cruza con las cadenas 4 y B en ningin sitio excepto en sus
extremos.

1) Demostrar que existen por lo menos dos cadenas de la red T
cuyos vértices pertenecen a la unién de las cadenas 4, B y [u, v,

a)
Fig. 17.

¥ que contienen la cadena [u, v]. ;Es qué existen siempre aunque
sea tres cadenas asi?

2) Mostrar que si las cadenas A y P tienen vértices interiores
comunes pero no tienen aristas comunes, entonces existen no menos
de cuatro cadenas de ]a red que se contienen en la unidon de las cade-
nas A, B y lu, vl, que satisfacen las condiciones del punto 1).

4.48, Demostrar la equivalencia de las dos definiciones siguien-
tes de sm-red:

1) La red T' (a, b) se llama m-red si se pueden orientar sus aristas
de tal manera que en cada cadena simple que une los polos a y b,
todas las aristas estén dirigidas de a hacia b.
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2) m-redes se llaman aquéllas y solamente aquéllas redes que se
obtienen con el siguiente proceso inductivo:
a) Las redes I'? y T’ (fig. 18, a) son m-redes.

b) Si las redes 4 y B (fig. 18, b) son s-redes, entonces las redes
representadas en la fig. 18, ¢ son m-redes.

4.49, Mostrar que entre todas las m-redes con m (m > 4) aristas,
el mayor nimero de cadenas més cortas tienen redes s-descomponibles.

4.50. 1) Indicar el tipo de m-redes que tiencn el nimero maximo
de cadenas simples que unen los polos.

b=r
do—e—ol 3@6 ﬂ'd
b G
aj b
Fig. 18.

2) Indicar el tipo de m-tredes que tienen el mayor nimero de
cortes sin salida.

4.51. Sea @ (m) el mayor niimero de cadenas de una m-red con m
aristas. Mostrar que:

1) ¢ (1) = 1;

2) @ (3n) = 3" (n>1);

3 ¢ @Br 4 1) = 4.3" (n=1);
4) ¢ Bn + 2) = 2-3™ (n>1).

4.52. (Es cierto que entre todas las redes con m aristes son las
n-redes las que tienen el mayor nimero de cadenas simples?

53. Para cada »n>5 indicar la H-red con n vértices que tiene
el niimero méximo de cadenas que unen los polos. Contar para cada
k(1<k << n) el niimero de cadenas de longitud % entre los polos.

4.54. Mostrar que para una red con m aristas que tiene una longi-
tud ! y una anchura ¢ es valida la designaldad m>i-¢.

4.55. Demostrar que en una nt-red la interseccién de cualquier
cadena simple entre los polos y cualquier seccién sin salida contiene
exactamente una arista.

4.56%. El conjunto de las cadenas de la red T se llama determi-
nante para el vértice v si la interseccién de los conjuntos de los vér-
tices interiores de estas cadenas es {v}. Demostrar o refutar la sigui-
ente afirmacién: para que una red sin aristas mdaltiples, que no es
p-descomponible soa indescomponible, es necesario y suficiente que
para cualquier vértice interior exista un conjunto determinante de
cadenas.

4.57. Demostrar la afirmacién siguiente. Para que a una red
descomponible T, mediante la afadidura de aristas, se la pueda
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hacer descomponible, es necesario y suficiente que I' no tenga aristas
mulliples y tenga por lo menos cuatro vértices.

4,58. Construir una red descomponible con el menor nilmero
de aristas y el nimero n (n>4) de vértices, que no se pueda hacer
descomponible mediante una sustitucién sucesiva de subredes del
tipo I'y y '} por aristas.

§ 5. EVALUACIONES EN LA TEORIA
DE LOS GRAFOS Y REDES

Se llama marcado (o numerado) un grafo (orgrafo, pseudografo,
etc.) a cuyos vértices les han inserito marcas (nimeros). Por 5,
designaremos la totalidad de los grafos de n vértices (abreviada-
mente n-grafos) en cada uno de los cuales los vértices estdn numera-
dos con 1, 2, ..., n. Por &, ,, designaremos el subconjunto de
todos los grafos de ¥, cada uno do los cuales tiene exactamente m
aristas. Un grafo con n vértices y m aristas se llamard abreviada-
mente (n, m)-grafo. Los grafos G y H de G, se consideran diferentes
si oxisten dos vértices j y k& adyacentes en nno de los grafos pero no
en el otro.

Supongamos que ¢, (P) es la designacién del niimero do todos
los grafos de ¥, que poseen la propiedad P. Se dice que casi todos
los n-grajos poseen la propiedad P si lim T}%E‘Pl} =1, Sea m=m(n)

il
una funcién en nimeros enteros no negativa y ¢, , (P} el niamero
do todos los grafos de %, , que poseen la propiedad P. Se dice
que casi todos los (r, m(n))-grafos poseen la propiedad P si
¥im Pn.m(P) _

oo I Sﬂ- m l

Bl grupe de automorfismos del grafo G (o abreviadamente grupo
del grafo G) representa en si ol conjunto de todos los automorfismos
del grafo & con la operacién corriente de multiplicacién (de cumpli-
miento consecutivo) de los aulomorfismos. El grupo del grafo G
se designa por I' (G). Analégicamente se define el grupo del pseudo-
grafo (del orgrafo, ete.). El grupo del grafo de r vértices general-
mente se identifica con el subgrupo del grupo simétrico S, isomorfo
a éL

Si 7t os una sustitucién determinada sobre un conjunto de n ele-
mentos, entonces se la puede descomponer en el producto de los
ciclos no intersecados. Supongamos que por jp (), 1< se
designa el nimero de ciclos de longitud % en la sustitucién m al
descomponerse en ciclos que no se intersecan. La coleccién (j} =
= (f1, Jar + « =+ jn)y donde ju = ji (n) se llama vector de la estruc-
tura ciclica de la sustitucién m. Si A es cierto grupo de sustituciones
de n-ésimo grado, entonces la expresifn

R I e 5
Z(Aity, by, .. b= A 2 tx"
(!1 2 ;‘n.) | 4] “.gJAhU’ﬁ
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se llama indice ctclz’co del grupo A y abreviadamente se designa por
Z(A). Aqui ¢, 1, ..., t, son las asi llamadas variables formales.

Sea A un grupo de sustituciones aplicado al conjunto M. Los
elementos b; y b, de M sc llaman A-eguivalenies si existe una susti-
tucién m £ A que transforma uno de estos elementos en otro, o sea
(b)) = by 0w (b)) = by. El conjunto M se divide con la relacién
de A-equivalencia en clases que no se intersecan y se llaman drbiias.
Es vilida la afirmacién siguiente.

Lema (Burnside). El mimero de oérbitas N (A) en el conjunto M,
determinadas por el grupo A, se da con la igualdad

N(y={ 4™ 3 i)

--I

Supongamos que sobre el conjunto 1, se aplica el grupo de susti~
tuciones A y sobre el conjunto M,, el grupo de sustituciones B.
El grupo exponencial B* est4 formado por elementos de todos los
géneros del Lipo (:'r. o); donde m € 4, 0 € B; y actia este grupo sobre
el conjunto MY * (de todasg las funciones que aplican M, en A ,) de
acuerdo a la regla siguiente:, {#t; o) f (z) = o (f (% ())) para cual-
quier funcién f(x) de M3z". Supondremos que el conjunto A,
es finito, el conjunto M, no mas que numerable y | M, | =2 (k =

=1, 2). Sea w: M, - {0, 1, 2, .} una funcién de ponderacién
dada en el conjunto M, y que satlsface la condieién: con cualguier
t=0,1, 2, ... la potencia ¢; del subconjunto de todos los cle-

mentos de M,, que tienen un peso #, es finita'). La funcién genera-
o

triz ¢ (z) = 2 ez se llama serie enumeradora para las figuras. El
f=i)

peso de la funcién f del conjunto MM' se determina con ayuda de la
ignaldad w (f) = 2. w (7 (5)). Si el grupo B es igual al grupo unitario

E, que actia sohre el conjunto M,, entonces el peso w (F) de la

érbita F en el conjunto A2 determinado por el grupo E* es igual al
peso de cualquier funcién j de la érbita F. El namero C; de las 6rhi-

tas de peso?) i en el conjunto M2 es {inito con cualquier ¢2=0.
La funcién generadora € (x)= . C2' se llama serie enumeradora
=0

para las funciones (o serie enumeradora para las configuraciones).
Es vélida la siguiente afirmacién.
TrorEMA (Polya).

Clx)y =2 (A; e(@, ez, ... clz™),

1) Con frecuencia se dice que ¢; es el nimero de «figuras de peso i» {en el con-
]unto Mag).

%) A veces a C; se le denomina niimoero de «configuraciones de peso i en el
conjunto M1,
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donde n es el niimero de elementos en el conjunto M, (el grado del gru-

po A) y c(z®) se sustituye en el fndice ciclico Z (A; &, tgy « . -5 L)

sélo en los lugares de todas las entradas de las variables &y (1 Khk<n).
5.1. Mostrar gue

1 18.1=27); 2 lﬁn,m:=((;)).

mn
5.2, 1) Hallar el niimero de diferentes torneos con n vértices,
enumerados con 1, 2, ..., n
2) Hallar el nimero de pseudografos orientados con n vértices
numerados y m arcos.
5.3. 1) Mostrar que &l namero de grafos en %, que tienen dados k
n—

vértices que son aislados, es igual a 2" 2

2) Mostrar que el niimero de grafos sin vértices aislados en %,
es igual a

é (—1)* () "7,
k=0

3) Mostrar que casi todos los n-grafos no tienen vértices aislados.

5.4. Supongamos que el subconjunto ¥ < &, estd formado de N
grafos diferentes de par en par. Mostrar que en ¥ el niimero de gra-
fos no isomorfos de par en par es no menor que N/nl

5.5. Sea ¢ (m) el namero de grafos conexos no isomorfos de par
en par con m aristas. Mostrar que

1) $m< 2 (( ; ))=

m

s UT VT <ngmitm
2) ¢(m)<s(i§‘-)“ con m—» oo,

5.6. Mostrar que el nimero de pseudografos no isomorfos de par
en par, que no tienen vértices aislados y que tienen m aristas, no supe-
ra a {(cm)™, donde ¢ es una constante que no depende de m y k.

5.7. Mostrar que el nimero de redes de % polos, no isomorfas de
par en par, con m aristas, sin bucles y sin vértices aislados, no supera
a (2m)* (em)*™, donde ¢ es una constante que no depende de m y de k.

5.8. Demostrar que el nimero de arboles con m aristas, no iso-
morfos de par en par, no sobrepasa al nimero de drboles radicales,
planos, diferentes de par en par con m aristas.

5.9. 1) Mostrar que el nimero de 4rholes radicales, planos, con m

aristas, diferentes de par en par, no sohrepasa 2”’?

2) Hallar la conducta asintética del nimero g (m) de &rboles
radicales planos con m aristas si m — oo.
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5.10. Con ayuda del teorema de Cayley, el cual afirma que ol
niimero de drboles diferentes de par en par con n vértices numerados
es igual a »"*~%, mostrar que el némero de drboles no isomorfos de par
-en par con 72 vértices es no menor que ¢,n~%", donde lim ¢, = |/ 9.

e 0

5.11. Mostrar que el nimero de irholes diferentes de par en

par con n vértices numerados y en los gue el vértice con el nfimero 1

tiene el grado %, es igual a (::f ) (n—1)r-h-1,

5.12. Hallar el niimero de grafos en ¥, que sean bosques.

5.13%. Mostrar que el nimero de los bosques en ¥,, en los que
los vértices j y k dados, que pertenecen a distintos componentes de
<conexion, es igual a 2n™-3,

5.14. Sea @ (n} el namero de los arboles radicales distintos de
par en par con n vértices colgantes, tales que el grado de la raiz es
igual a dos, y el grado de cada vértice igual a tres.

1) Mostrar, que el nimero @ (n) es igual al nimero de maneras en
que se pueden colocar paréntesis en la expresién b, : Bt .. 38,
para que la expresién obtenida nuevamente, tenga sentido.

{1 f2n—2
2) Mostrar que @ (n)=- i )

5.15. 1) Mostrar que el nimero de las n-redes bipolares no iso-
morfas de par en par, con m aristas, no supera el doble del niimero
de los drboles radicales planos distintes de par en par, con m vérti-
ces colgantes.

2) Mostrar, que el niimero de n-redes no isomorfas de par en

par con m aristas no supera 2 (6";;2)

5.16. Hallar ol nimero de redes no isomorfas de par en par T (a,
&) con n vértices y m aristas, que tienen las siguientes propiedades:

1) la red I' (e, b) es s-descomponible;

2) todos los vértices de la red T (2, b) son minimos.

OpsERvAcION, Los polos @ y b de la red I' {a, b) se consideran
no equivalentes; el primero de ellos es entrada y el segundo, salida
de la red. En la aplicacién isomorfa de lared I' en la red G, la entrada
(salida) de la red I' debe corresponder a la entrada (salida) de la
red G.

5.17. Sea @ (n, m) el nimero de las diferentes farmulas sobre
el conjunte de enlaces {&, V/} y el conjunto de variables {zy,
g, . . .y Tpy con m entradas de los simbolos de los enlaces.

1) Mostrar que @ (r, m) es igual al nimero de irboles radicales
diferentes de par en par, que tienen cada vértice colgante marcado
con cierto simbolo del conjunte {z,, z,, ..., x,} vy cada vértice
diferente del colgante, marecado con uno de los simbolos &, /.

2) Mostrar que @ (n, ) = — (2m) QL

m-==1 \ m
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Opservacion. Las f6rmulas se consideran diferentes si ellas repre~

sentan en si distintas palabras en el alfabeto {&, V, (,), zi,
Tay v« vy Tpjy.
5.18. See{ @ (n, m, k) el niimero de diferentes férmulas sobre ef
conjunto de enlaces {&, \/, —} y el conjunto de variables {x,
Ty, ..., In} con m entradas de los simbolos de las variables y &
entradas del simbolo -. Mostrar que

D (n, m, k) g% ( 2::3 ) {m=ipm,

5.19, Mostrar que el nimero de grafos inconexos en ¥, , no

supera a
S,

Sl

5.20. Mostrar que el nfimero de grafos en &, m que tienen exacta-
mente dos componentes de conexién no supera a

30 3 (T

5.21. Mostrar que el niimero de grafos k-conexos en G, m que
no son (k -+ 1)-conexos (k<n — 2), no supera a

(4 j_(ﬁ:]ﬂ)(( ) +:€(n--fc)) lgl (»=4) (( nz_k);:(:.— ;‘._r])‘

Inpicacion. Con k<Cn — 2 en un grafo que no sea (k4 1)-
-conexo existen k vértices, cuyas extraceiones llovan a un grafo inco-
nexo.

5.22. Mostrar que el niimero de subgrafos conexos del cubo B"
diferentes de par en par, generados por subconjuntos de k vértices,
no supern a 2"(4n)*~1. (Considerar que los vértices dol cubo B™ estén
numerados con nimeros desde el 1 hasta el 27).

5.23. Mostrar que casi todos los n-grafos tienen el radio mayor
que la unidad, evaluando desde arriba el ntmero do grafos en %,
que tienen un vértice de grado rn — 1.

Sea p (G) cierto pardmelro numérico del grafo G. Sea p (n) =

=277 G}% p (G) el valor medio del paridmetro pyDp (n) =
€ n

n
:2“(2 )Ge)g (p (G) — p (n))% la dispersién del parimetro p. Ana-
n

légicamente se puede determinar el valor medio y la dispersién de
los pardmetros de los grafos de ¥, ... Sea 0 = 0, §, {f) la parte
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de aquellos grafos G de §, para los cuales p (G)2>0, ¥y A, (0), la
parte de los grafos G de &, tales que |p (G) — p (n) |>>60. Para
variadas evaluaciones y demostraciones de las propiedades de casi

todos los grafos se emplea con frecuencia la desigualdad siguiente
{Chébishev):

8, (8) <25, (1)
8, @) <220 @)

Sea, por ejemplo, p (G} el niimero de vértices aislados del grafo G.
Hay que demostrar que para casi todos los n-grafos p (G) = 0.
Sea g, (i) el namero de grafos de ¥, en los cuales el vértice con el
ndmere i es aislado. Entonces,

=23 3 p@=2) J .0
Geg, 1=

n—1
Es evidente que g, (i) = 2( 2 ) para todos los i=1, n. De aqui
que p (n) = n-2-" Suponicndo que en (1) 8 = 1/2, obtendremos que
1a parte de los grafos G de %, para los cuales p (G) =1/2 no supera
a n2-"t1, Pero el 1im n-2-"**' = 0. En consecuencia, para casi todos

ios n-grafos p (G) 21,’2, o sea que p (G) = 0.
Supongamos ahora que p(G) es el niimero de aristas en el grafo G.
Mostremos que en casi todos los n-grafos p(G) x%— ( Z ) (1+4-2,),

Th=e D0

n
donde ol lime,=0. Tenemos p(n)= 2_( 2) c'% p(G)=
€T,

n n
=2_(2) > gn(i, 1), donde g, (i, ;.i)=2(2)‘1 e¢s el nimero de gra-
G, @ .
fos en los que el par de vériices (i, j) esti unido con una arisla,

Asi gue E(n)=—-21- ( ;) . Calculemos la dispersién:

Dp(n)=2_(3) > (p(GJ—Tv(n})z=2_(:) > A6 —(p ()
GE% GE%n

Numeremos todos los pares del tipo (i, j), 1<i <<j<n ton
nimeros desde el 1 hasta el (%) , v sea 2, (v, 1) el nimero de todos

los grafos G de &, en los que los pares con los nGmeros v ¥ p son
aristas. Entonces

O G ]
2 p2(6)= E E gn(‘v‘ ”‘}m E gn(\’s \‘)+2 Egn["‘o IJ-)-
Geg“ RS ST Ve <
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Pero 7, (v, '.5.):2(;)“2 si vs£pu. Por eso
D=5 (3)+7(3)((3)-1)=(z(3))==(2)-

Supeniendo en (2) 0= 1*";{;5 (n), obtendremos gue la parte de aquellos

grafos G €%, para los cuales Ip(G)—%- ( ; ) l;]/% ( Z) no supera
1/n. De esto se deduce que para casi todos los grafos p(G)=
=5 () U +e,) donde el lim e,=0.

5.24. Sea p(G) el nﬁmam“:iae pares de diferentes vértices del
grafo G de ¥, para los cuales no existe una cadena de longitud

menor de 3, que una estos vértices. Sea To(n)=2_( ) > p(6).
GEZ,

= 1 fn 3 y\n~2

1) Mostrar que p(n):i-(z ) (T) i

2) Mostrar que en casi todos los n-grafos no hay vértices con una
distancia entre ellos mayor que dos.

3) Empleando Ios resultados de los problemas 5.23 y 5.24, 2) mos-
trar que en casi todos los n-grafos el radio y el didmetro son iguales
a dos.

5.25. Mostrar que el n{imero medic de ciclos hamiltonianos en

los grafos G de F, es igual a (n—1l

onel C

5.26. Hallar el nimere medio de ciclos de longitud tres en los
grafos G de &, 1.

5.27*, Empleando la desigualad de Chébishev (2) mostrar que

en casi todos los (n, m (n))-grafos, donde m (r) = [n/ln (n 1n n)l,
el nimero de vértices aislados es igual a n {1 — & (n)), donde el
lim e () = 0.

5.28*%, Sea %k un ndmero entero y £ >2. Demostrar que si m =

2

B
=m(rn) = ¢ (r)-n *-1 {donde ¢ (r)—-oco con n—o0), entonces casi
todos los (n, m)-grafos contienen un subgrafo completo con k& vér-
tices.

5.29. Hallar el nimero medio de conjuntos independientes de %
vértices en los grafos G de F,,.

5.30. Sea & un nimero natural. Contar el niimero medio de vér-
tices de grado k& en los grafos G de &, ..

5.31. Sea p (G} un pardmetro numérico entero no negativo y p(n)
su valor medio para los grafos G de ¥,,. Mostrar que si el lim p (n) =

N0
= 0, entonces, para casi todos los grafos, p (G) = 0.
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5.32. Hallar el indice ciclico del grupo de automorfismos del
grafo G.

1) G es un ciclo de longitud 4;

2) G = Kﬁ. 31
3) G = Ky — {z}, donde x es una arista arbitraria del grafo Kj.
5.33. Sea () == (jy, Jay - - -+ ju) una particién arbitraria del

numero 2, o sea que j; + 2f, + ... 4+ nj,, donde j, son nimeros
enleros no negativos (1<{k<n). Por % (j) se designa el nimero
de todas las sustituciones del grupo simétrico S, en las que los vec-
tores de la estructura de ciclo coincide con (f).

nl

1) Demostrar que A (j) = ——— .
[] &% st
2) Demostrar que

Z(Sa) =—r D k() I]

[€2] Rei

donde la suma se toma por todas las particiones posibles (f) del
namero 7.

3) Mostrar que el indice de ciclo Z (§8,) es igual al coeficiente de z™
en la descomposicién de la funcién

exp (zlx+~‘2§-+ it +-5%-‘£+ s )

en una serie por los exponentes de z.
4) Convencerse de la validez de la relacién recurrente Z(S,)=
n

=T£- Z t4Z (Sp-x), donde (por definicién) se ha puesto Z(S;)=1.
hw=i

5.34. Sea A, un grupo do signo variable de grado n (o sea que 4,
es un subgrupo del grupo §, (#>2) que consta de todas las susti-
tuciones pares). Demostrar que
Z(An by by oL ., ) =

=Z(Sp; ti by o B) F Z (S 8y, —ta, .. (1)),

5.35. Enumerar todas las drbitas en el conjunto de vértices del
grafo G determinadas por el grupo T (G) si:

1)G = K, 3 — {z}, donde z es una arista arbitraria del grafo K, 4

2) G =Kz X C,

5.36. Supongamos que en el conjunto M, de n elementos actiia
el grupo A y en el conjunto finito M, actia el grupo unitario k.
Demostrar que el nimero de 6rbitas en el conjunto M f‘ que se deter-
minan con el grupo exponencial E*, se da con la férmula

n Veces

N(EY=2(4; [M,|, | My, ..., | M3)),
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donde la parte derecha representa el resultado de la sustitucion del
nimero | M, | en el indice ciclico Z (4;, &, 24, . .., £) en el
lngar de todas las entradas de las variables £, (1 <hk-<n).

5.37. Supongamos que en el conjunto M de n elementos actiia
el grupo 4. Veamos dos r-subeonjuntos arbitrarios del conjunto M:

My={a, ....a) My={b, ..., b, 1<rgn — 1. Estos
se llaman A-equivalentes si existe una sustitucién m en el grupo 4,
tal quo m (a;) = b;; donde j =1, ..., r. La relacién de A-equiva-

lencia divide todos los r-subconjuntos de M en clases A-equivalenies
de subconjuntos. Demostrar que el coeficiente de z" en la expresién
Z(A; 1 +a2, 1+2% ..., 142" (obtenida del indice ciclico
Z (A 4, & ..., £;) mediante la sustituci6n de cada entrada de
la variable £, por 1--2%)"es igual al niimero de clases de los 4-equi-
valentes r-subconjuntes en el conjunto M.

o0
5.38. Sea T (2) = 2, T,2" unafuncién arbitraria para los érboles
=1

radicales; aqui 7' significa el nimero de todos los arboles radicales
no isomorfos de par en par con k vértices, incluyendo la raiz. Tome-
mos r drboles radicales arbitrarios (n>=1) y unamos con una arista
Ia raiz de cada uno de cllos con un vértice nuevo v,. Consideraremos
el vértice v, (y solamente este vértice) como la raiz de un arbol nuevo.
El grado de la rafz v, es igual a n. Empleando la construccién des-
crita de generacién de arboles radicales demostrar que

T@) =2+ 328w '@, I, .. T (@
™
5.39. Demostrar la siguiente relacién recurrente:
n
q =
-Tn+1=';' z 24 rTrT‘n-k+1;
fim1 v h
1<r<h

aqui nZ=1 y 7' es igual al niimero de todos fos drboles radicales no
isomorfos de par en par con j vértices, contando también la raiz
(Ty = 1).

o0
5.40, Sean g (2)= ) £n2", una funcién arbitraria para los grafos,
P |

o0
y L (@)= 2} 1,z", una funcién arbitraria para los grafos conexos.
]

El coeficiente g, (y respectivamente I,) es igual al nimero de todos
los grafos de n vértices no isomorfos de par en par (respectivamente,
grafos conexos). Demostrar que

g @) = 37 (S 1@, LG, -0 LG,

5.41. Supongamos que en el conjunto de n clementos M, actia
el grupo A, y en el conjunto de r elementos M, actita el grupo B.
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Hallar el niimero de 6rbitas en el conjunto M3" determinadas por el
grupo exponencial B%,

1)A = E,, B = E, (o sea que 4 es el grupo unitario de exponen-
te n, y B el grupo unitario de exponente r);

NA=FE, B=35,
3) A=3S,, B=E,:
i A =38, B=S,

5.42. Sean ¢ (r) y s (x) funciones generadoras para Lorneos ¥y tor-
neos fuertes respectivamente, o sea quet (z)== ) 2"y s (z)= 3 s.a",
=1 T

n
donde ¢, es el niimero de todos los torneos de » vértices no isomorfos
de par en par ¥ s, es el niimero de todos los torneos fuertes de n vér-

o0

tices no isomorfos de par en par. Demostrar que ¢ (z) = , s* (z).
hei

§ 6. REALIZACION
DE LAS FUNCIONES BOOLEANAS
POR MEDIQ DE ESQUEMAS DE CONTACTO
Y DE FORMULAS

La red T con % polos, en la que cada arista estd marcada con una
letra del alfabeto {z,, @, ..., Zu, &y, Ty, . . ., 2} se llama esquema
de contacte k-pocar que realiza las funciones booleanas de las variables z,,
Zyy + . .y &, 0 abreviadamente. (k, n)-esquema. Los (2, n)-
-esquemas se llamaran X"-esquemas. La red T se llama red del esquema
de contacto. El esquema de contacto se llama conezo (fueriemente
conezo, paralelo-sucesivo, elc.) si su red también lo es. Un esquema
de contacto paralelo-sucesivo abreviadamente se llama n-esquema.
Las aristas del esquema que estdn marcadas con simbolos de las
variahles o de sus negaciones se llaman de contacto. Un contacto se
llama de clausura si estd marcado con un simbolo de variable, y de
apertura si cstd marcado con un simbolo de negacién de la variable.
Sean Z, y £, dos esquemas de contacto de k-polos y cuyos polos estén
marcados con las letras a;, a,, ..., a5. Las esquemas X, y I, se
llaman isornorfos si sus redes son isomorfas y al mismo tiempo: a)
las aristas correspondientes estdn marcadas de la misma manera;
b} los polos correspondientes estén marcados de la misma manera;
Supongamos que a y b son dos polos del esquema de contacto X;
[a, ] es cierta cadena que une a y b, ¥ K., » es la conjuncién de
las letras atribuidas a las aristas de la eadena la, b]. La funcién
fas (z") determinada con la férmula

Fab (T = \/ Ko, b1s 3)
[a,b}
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en la cual la disyuncién se toma por todas las cadenas simples del
esquema qgue unen los polos a y b, se llama funcién de conductividad
entre los polos a y b del esquema T, Se dice que el esquema T rea-

liza la f_s)ncién g (z") sien él existen unos polos a y b tales, que g (z") =
= fah (xﬂ)'

Un esquema de contacto con k -~ 1 poles se llama (1, K)-polar
si uno de sus polos estd seleccionado y log demdas son equivalenles
entre si (el polo seleccionado se designa con la letra a, los demis
por las letras b; (i = 1, k). Se dice que la funcion g (&™) se realiza
con' un esquema (1, k)-polar si existe un polo b; (1 <i<Ch) tal,
quie foz, (") = g (z™. En el caso de que no s¢ indigue el niimero de
polos del esquema siempre se sobreentenderd que se trata de un es-
quema de contaclo de dos polos. Dos esquemas de contacto se llaman
equivalentes si ellos realizan una misma funcién booleana. Se 1lama
complejidad de un esquema de contacto a su nimero de conlactos:
Se llama minime a un esquema do contacto que tiene la menor com-
plejidad entre todos los esquemas equivalentes a ¢él. Se llama com-
plejidad de la funcién booleana f en la clase de esqiemas de conlacto
(la designacién es Ly (f)) a la complejidad de un esquema de contacto
minimo que realiza f. Se llama complejidad de-la funcion booleana f
en la clase de m-esquemds al nimero de contactos en un m-esquema
minimo que realiza f (la designacion es Ly (f)). Se llama complejidad
de la funcidn booleana f en la clase de férmulas sobre cl conjunto de
enlaces {V/, &, ~} al nimero de entradas de los simbolos delas
variables. La complojidad de la funcién f en esta clase de férmulag
se designa por La (f).

So Tlama esquerna de elementos funcionales a una roed orvientada
sin conlornos, los polos de la cual se dividen en polos de entrada y
do salida. Los polos de entrada se marcan con log simboles de las
variables. Los polos de salida se llaman salidas del esquema. Cada
vértice diferente del polo de entrada estard marcado con un simbolo
funcional (o con un simbolo de enlace légico). Al mismo tiempo se
tienen que cumplir las condiciones siguientes: 1) Il grado de llegada
de cada polo de entrada os igual a cero. 2) El grado do llegada de
cada vértice diferente del polo de entrada es igual al namero de
lugares del simbolo funcional (o del enlace) con el que estd marcado
esle vértice,

El concepto de la funcidn f, que se realiza en el vértice i del esquema
%, se define de la siguienie manera. Si el vértice i coincide con el
polo de entrada que estd marcado con el simbolo 2, entonces f; = 2.
Supongamos que el vértice ¢ estd marcado con el simbole funcional ¢
de r lugares ¥ que ¢, ..., ¢, son las funciones que se realizan en
los. vértices de los que salen los arcos que llegan al vértice i. Entonces
fi = @ (g1s -« -+ @) Sodice que la funcién f se realiza con el esquema
¥, si exisle una salida del esquema en la que ella se realiza. Los
esquemas de clementos funcionales con una salida, gue tienen los
polos de entrada marcades con los simbolos z,, . .., r, ¥ los vér-
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tices diferentes de los polos de entrada, marcados con los simbolos
V. &, 7, se llamaran aqui X" -esquemas funcionales. Se llama com-
plejidad de los esquemnas de elementos funcionales al nimero de sus
vértices diferentes de los polos de entrada. El X™esquemia funcional
Z, que realiza la funcién f, se llama minimo si cualquier otro X"
esquema funcional que realice f tiene una complejidad no menor
que la del esquema E. Por. complejidad de la funcién booleana f en
la clase de esquemas de elementos funcionales aqui se comprende la
complejidad de un X™-esquema funcional que realiza la funcién f.
La complejidad de la funcién f cn esta clase de esquemas se designard
por L {f). ) .

6.1. Supongamos que f (z%) = z; @ z,. Mostrar que L (f (z%) = 4.

6.2. Mostrar que para una funcion booleana diferente de una cons-
tante el esquema de contacto minimo que realiza esta funcién es
fuertemente conexo.

6.3. Hallar el nimero de funciones booleanas f (z, *,) que se
realizan con esquemas de contacto de complejidad 3.

6.4. 1) Mostrar que para cada nimero natural m existe un esquema
de contacto minimo de complejidad m.

2) Moslrar que no existen esquemas de contacto minimos de com-
plejidad 4 que conilengan sélo contactos de clausura con marcas del
conjunto {x;, ¥, Zz}.

6.5. Mostrar que si m => n-2"-!, entonces ninguno do los X"-
esquemas de complejidad m es minimo.

6.6. Mostrar que la funcién f entonces, y solamente entonces,
depende sustancialmente de la variable x, cuando en el esquema

minimo que realiza f hay un conticto marcado con la variable z
o con su negacién.

6.7. Hallar la funcién de conductividad f,; para los esquemas
de conlacto representados en la fig. 19, a, b, ¢ v 20, a, b, c.

6.8. Construir esquemas de contacto que realicen la funcién f.

DFE) = (0 Va V) @ VeV
2) f(ﬂ’s) = )%y B Tx3 D T37y;

pe 13



3) j (=% = (00011111);
4) f (z%) = (11010001);

5 f(@®) =1 ® T, @ %y

6.9. Construir para cada una de las funciones del problema ante-
rior X3-esquemas funcionales.

6.10. Construir para la funcion f un esquema de contacto de
complejidad no mayor que L, simplificando previamente la férmula
con la cual se da la funcibn f.

L _1}5_(-'31 V zar) (1 V 20) (Es Vo)V (@s V 7)) (Tzazs V #u7s),

2) _(31. V 2g) ((zyx, V EXAETRY (Ea V z33s5) (22 V 2s) V
V (mizy V 213y V %) 23 V 232, V zsze)s L =55

3) BEaxs (3 V 20Zs) (36 V 21m1) V (2621 V sty &
& (xyxs \| Tazeza) \ {7y V &a) (2 V zg) (a5 V z))y L =06,

6.11. Construir para cada una de las funciones del problema ante-
rior un esquema de elementos funcionales de complejidad no mayor

<
a z
¥

g a .

Y
I

)
Fig. 20.

que 6 que realice esta funcidn.

n
6.12. Supongamos que v (@)= 2 2%, es ol nimero de la colee-
i=t

cién @ = (¢, &y, - - ., &%a). Construir un esquema de conlacto que
no tenga mas de diez contactos y que realice la funcién
f(&ﬂ) __{ 1» siv (mh Loy 0‘3) <wv (au s, Oig)s
0 en el caso contrario.

6.13. Construir un esquema de contacto que realice la funcion

{ (z% que es igual a la unidad si, y s6lo si, (2, #s, #3)< (s, 50 L)
6.14. Construir un esguema de contacto que realice la suma de
nameros binarios de dos érdenes. Mis exactamente: construir un
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esquema de contacto con los polos a, by, by, g,. en el cual para cada
i=0,1, 2, la funcién de conductividad fu, (z*) sea igual a z;, donde
z; € {0, 1} y se determina de la igualdad

dzy -+ 22, + 25 = 2 (3 + @) + 2y + o

6.15%. Construir un esquema de elementos funcionales que satis-
faga las condiciones siguientes.

1) El esquema realiza tres funciones z,, r,, Z;.

9) Los vértices diferentes de los polos de entrada estaran marcados
con los simbolos \/, &, —. '

3) No habra mas de dos vértices marcados con el simbolo de nega-
¢idn.

6.16. Mostrar que Lo (f)== Ly (f) para cualquier funcién booleana §,
diferente de una constante.

6.17%. Poper el ejemplo de una funcién f (z*) para la cual Ly {f) >
= Ly (f)-

InpicacioN. Examinar la funcién que se realiza con el esquema
representado en la fig. 19, a.

Supongamos que el esquema biconexo bipolar de contacto 2
es plano (o sea que sured I' (¢, b) es plana) y sus polos @ y b se en-
cuentran en una cara. Tracemos en esta cara la arista (e, b) de tal
manera que la red I obtenida de I' al afiadir la arista (a, b) siga
siendo plana. Seleccionemos un vértice en cada cara de la red I".
Construyamos en los vértices seleccionados el grafo G* dual al grafo G
de la red I''. Cada arista del grafo G* diferente de (e, b) cruza cierto
contacto del esquema 2. Marquemos esta arista con la misma letra
que estd marcado el contacto cruzado. Designemos por a¥*, b* los
vértices del grafo G* que estan en las caras de la red T’ divididas por
la arista (@, b) y llamémoslos polos. Al extraer ahora la arista (a*, &%)
de G* se obtendrs el esquema doblemente conexo Z* con los polos a*
y b*. El esquema Z* se llama esquema dual a X.

6.18%. Mostrar que el esquema Z*, que es dual al esquema plano
biconexo X, realiza una funcién booleana dual a la que realiza el
esquema 2.

InpicacioN, Establecer una relacién biunivoca entre las cadenas
del esquema I y los cortes del esquemaX*.

6.19. Construir esquemas duales a los esquemas representados en
las figs. 19, a, b v 20, a.

6.20. Demostrar que para cualquier funcién booleana f se cumple
la igualdad L {f) = Lx (f*). _

6.21. Mostrar que si Ly (f) <7, entonces Ly (f) = Ly ().

Se dice que un esquema de contacto estd formado sin repeticién
(es sin repeticién) si del hecho de que cierta arista esté marcada con
la letra 2 o x se c_l_ecluce que cualquier otra arista tiene una marea
diferente de z o =.
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6.22. Mostrar que un esquema de conlacto fucrtemente conexo
y sin repeticién realiza vna funcién sustancialmente dependicnte de
todas las variables que se encuentran en el esquema.

6.23. Mostrar que un esquema fuertemente conexo y sin repeti-
cion es minimo.

6.24, Mostrar que si a un esquema minimo se la une un contacto
marcado con una variable nueva de tal forma (ue resulte un esquema
fuertemente conexo, entonces este esquema asi construido también
serd minimo.

6.25*, Sea f una funcién que se realiza con el esquema indicado
en la fig. 21. Demostrar que una funcién dual a f no puede ser rea-
lizada con un esquema sin repeticién.

6.26*. ¢(Es cierto que para todas las funciones hooleanas f so
cumple la relacién Ly (/) = Ly (/}?

6.27. Sean f,p ¥ fqa las funciones de la conductividad del esquema
de contacto de tres polos 2, ¥ fo; ¥ fen» 125 funciones de la conducti-

Fig. 21.

vidad del esquema de contaclo de tres polos Z,. Sea X el esquema
con los polos a y e, obtenido de los esquemas Z; y ¥, identificando
el polo b con el polo g, y el polo d con el polo e. (Es cierto que ¢l
esquema % realiza la funcién

fae = (fap & !03) V (far & fﬂg)?
6.28. 1) Demostrar que la funcién f es mondtena si, y sélo si,

existe un esquema de contacto guo realiza f y no contiene contactos
interruptores.

2) ¢Bs cierto que un esquema de contacto minimo que realiza
una funcién mondtona no contiene conlaclos interruptores?

La funcion booleana f (z") se 1lama mondtona por la variable z,
gl se la puede representar en la forma
F (=g (zs, &5..., 2,) V 2 (25, T3y ..., Tp)s
La funcidn { (z") es casi monétona por la variable z, si ella es mondto-
na por x; o se hace mondtona por x, después de la sustitucién de

@, por ;. Lia monotonia y la casimonotonia por x; (i 5= 1) se definen
en forma andloga.

6.29. Demoslrar que la fancién }‘(3;"') es casi monétona por =z,
si, v sélo si, existe un esquema de contacto gque realiza la funcién
f {z™} y no contiene contactos de clausura o de interrupcion.
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6.30. 1) Demostrar que un esquema e conlacto minimo gue
realiza la funcién z; ® z, contiene 4 conlactos.

2#) Demostrar la calidad de minimo del esquema representado
en la fig. 20, ¢.

6.31*. Conslruir un esgquema de contacto minimo para la funcl(mf

1) f(;"_v") (o V 2y V 2p) 24 V ;1Zgzy;

2) f{2') = ay25%5 @ BTy, @ 2,757 B Toywy;

3) 7 (%) = (0001011101111141).

6.32. Mostrar que el nimere § (. m) de X"-esquemas de con-
tacto conexos, no isomorfos de par en par, de complejidad no mayor
que m, no supera a (enm)™, donde ¢ es una constanie que no depende
de n vy m.

6.33. Mostrar que el nimero P (r. m) de s-esquemas conexos, no
isomorfos de par en par, de complejidad no mayor que m, que reali-
zap las funciones booleanas de las variables =, %o ..., %, No su-
pera (cn™). donde ¢ es una constante gue no depende de n y m.

6.34. Mostrar que el nimero @ (7, m) de f6rmulas, diferentes de
par en par, de complejidad m, sobre el conjunto de enlaces (\/, &, —)
v el conjunto de varviables z,, &5, . . -, &, no supera a (cn)™, dmndc
¢ es una constante que no depende de » y m.

Al obtener las evaluaciones inferiores de la complejidad de rmh-
zacién de diferentes clases de funciones con esquemas y férmulas, con
frecuencia se emplean las llamadas «consideraciones vigorosasy.
Como ejemplo de eslo puede valer Ia afirmacion siguiente.

Sea S (n, m) el nimero de esquemas de cierta clase K. Cada uno
de ellos realiza una funcién booleana que depende de las variables
Ty, Ty, « + -r T, ¥ tiene una complejidad no mayor que m. Sea @ (n)
el nimero de funciones booleanas f (z") en cierlo conjunto M. Enton-
ces si § (n, m) << ¢ (r), én AN habrd una funcién f (z™) no realizable
en la clase K de un esquema de complejidad menor o igual a m.

6.35. Mostrar que para cualquier ¢ >0 y »n suficientemente
grandes existe una autodual f (z™} para la que se cumplen simulta-
neamente las decigualdadcs

=1
(1—¢).

) LtN>L-(—e) b) Le(N> sy

6.36. Mostrar que para cualquier e >0 y n suficientemente
grandes existe una funcién f (z™) que es superposicién de la funcién

@z, y, 2) = ay \ 2 tal que
n~—1
=t ])
L&(f)';—-io—g:,—l—(l—a}.

6.37. Sea L (n) = max L (f). Mostrar que para cualquier fun-
1EPE
cién autodual f (z") es vélida la desigualdad L (f G") <L (n — 1) +
= 4n.
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6.38. La funcién booleana F (y™) tiene la propiedad U, si se
puede obtener cualquier funci6én booleana 7 {z*) de F (y™), mediante
la sustitucién de constantes y la redesignacién de las variables (se
admite la identificacién).

1) Mostrar que la funcién y,y, tiene la propiedad U,.

2) Hallar una funcién con el nimero minimo posible de varia-
bles que tenga la propiedad U,.

3) Sea m (n) ol ntimero minimo posible de variables en la fun-
cién que tiene la propiedad U,. Mostrar que

2n =
T gy ST <32
6.39. Mostrar que existe un X™-esquema funciona! de complejidad
2*" — 1 que realiza todas las funciones dependientes de las varia-
bles #y, . . ., z,.

Al construir esquemas de contacto de dos polos gue realizan las
funciones del dlgebra légica se emplea ampliamente el método lla-
mado mélodo de las cascadas. Lo describiremos aqui. Supongamos que
flen 4 ...y 2,,), 22>2 es una funcién del algebra légica que
hay quo realizar con un esquema de contacto. Por A; (i = 1, n — 1)
designamos el conjunto de todas las funciones de 4lgebra logi-
ca tales, que cada una de ellas depende sélo do las variables z, 4,
Ti4g - - -y Ty ¥ puede ser obtenida de la funcidn / (2%) en resultado
de una sustitucién adecuada de ceros y unidades en el lugar de las
variables z,, z,, . . ., ;. A cada conjunto 9 le cotejamos biunivo-
camente el conjunto V; cuyos elementos son puntog de un plano
lamados vértices de i-6simo rango. Afiadiremos dos polos mas: ¢l polo
de entrada @ y el polo de salida . El polo a es un vértice de rango
cero, el polo b es un vértice de n-ésimo rango. El conjunto de vérti-
ces del esquema X que realiza la funcién f (z™) coincidird con {a} |J

n—1 .
U {&} U U Vi El conjunto de contactos del esquema T puede ser
f=1

descrito de la manera siguiente: sea v, un vértice arbitrario de
i-ésimo rango (n — 2 > i >0) y que le corresponda la funcion
@ (Trpg @psser oo @) del conjunte ¥; (con i = 0, la funcién ¢
coincide con la funcién f (z7). Las funciones ¢ (O, Zppsy vy Bh)
¥ o{l, 49, ..., z,) portenecen al conjunto A;y, v a ellas les
responden ciertos veértices viyq ¥y vj+1 respectivamente (si las fun-
ciones ¢ {0, z;44, . .., Z,) ¥ ¢ (1, Ziuy, - . ., z,) son iguales, en-
tonces log vérlices viyq y vi+4 coinciden). El vértice v; en el esquema
2 esté unido por el contacto z;, al vértice v},; y por el contacto
;4 Al vértice vi,y. Por fin, los vértices del {n — 1)-ésimo rango se
unen con el vértice del n-ésimo rango (el polo b) en concordancia con
la regla siguicnte: )

1) si el vértice v de V¥, ., responde a la funcién z,, entonces ella
se une con el polo & por el contacto z,;
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2) si el vértice v responde a la funcién z,, entonces ella se une
con b por el contacto z,;

3) si el vértice v esta cotejado a 'una funcidn idénticamente igual
a la unidad, entonces se une con.b por dos contactos paralelos z,,

Y Z,;
4) siel vértice v estd cotejado a un cero idéntico, entonces el vér-
tice v no se une con el polo b.
6,40. Construir, empleando el método de las cascadas, un esqie-
ma que realice la funcién f.
1) f(fs) = 22, D x4}
2) f(fd) = xy%s V Ty V 32
NfE) =@z, ... D0 x; _
4) f(@") = &:mEy o0 2 V BTy v - 4 T
i 7
5) f (=M =_Vl:c1 ces BEA®idy » o - Tne
=
6.41. 1) Mostrar que si f (z") £ 0, entonces al construir con el
método de las cascadas un esquema de contacto que realice la fun-
cion f se pueden excluir de todos los conjuntos 9; las funciones idén-
ticamente iguales a cero.
2) Mostrar que un esquema de contacto obtenido con una cons-
truccién tal es fuertemente conexo.

6.42. 1) Supongamos que la funcién f (z™, n>>2 depende sus-
tancialmente de todas sus variables. Demostrar que un esquema que
realice la funcion f y que esté construido con el método de las casea-
das, es fuerlemente conexo ¥ no contiene contactos paralelos del
tipo z;, x; si, ¥y sé6lo si, f es una funcion lineal.

2) Poner el ejemplo de una funcién no lineal f (2%, n>=2 que
dependa sustancialmente de iodas sus variables y tal que el esquema
que la realice, construido con el método de las cascadas, nolenga
contactog paralelos del tipo z; y ;.

6.43. (Es justa la afirmacién siguiente? Si la funcién J (z"),
n>=2, depende sustancialmente de todas sus variables y el esquema
de contacto que realiza f, construido con el método modificado de las
cascadas indicado en el problema 6.41. 1), contiene n contactos, en-
tonces f=af, 29z, . . ., 23 (donde o, € {0, 1}.)

6.44. Refutar la afirmacion siguiente: si la funecién f es tal que
con cierto i los conjuntos 9; y ;4 empleados en el método de las
cascadas no contienen funciones idénticamente iguales a cero y a
uno, pero en cada uno de ellos hay no menos de tres funciones, enton-
ces el esquema que realiza f, construido con el método de las casca-
das, no es plano ).

" 6.45. Poner el ejemplo de una funcidn f para la cual el esquema
que la realiza, construido con el método de las cascadag, no es plano.

1) Se tiene en cuenta un esquema sin arista iniciel o sea sin arista comple-
mentaria gue una los polos.
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Capitul
v .

ELEMENTOS
DE LA TEORIA
DE CODIFICACION

§ 1. CODIGOS
CON CORRECCION
DE ERRORES

Sean A v 3 dos alfabetos finitos, y R algin conjunto de palabras
finitas en cl alfabeto A. La aplicacién univoea ¢ del econjunto I en
algin conjunto de palabras en el alfabeto B se Nama codificacion del
conjunto R. La imagen C del conjunto R para la aplicacién ¢ se de-
nomina cédigo del conjunto R. A las palabras de C se les da el nombre
de palabras en cédigo; ademés, si la palabra w do R es aplicacidn en
la palabra v de C, entonces v se llama cddigo de la palabra w. l.as
palabras de R se denominan comunicaciones; el alfabeto A, alfabeto
de comunicaciones;, el B, alfabelo codificador. Si este allabeto B se
compone de dos letras {en tal caso supondremos que B = {0, 1}), en-
tonees la codificacién ¢ y el correspondiente cédigo € se llaman bi-
narios. El cbdigo se lama uniforme o en blogue, si todas las palabras
codificadas tienen igual longitud. El cédigo binario en blogue, en
el que cada palabea codificada posee Jongitud 2, se presenta como el
conjunto de los vérlices de up cubo np-dimensional. La funcibn de
Boole o (z), que es igual a la unidad en el conjunto € y a cero si
estd fuera de C, se denomina funcidn caracteristica del cddigo de blo-
que binario C. Sea o (@, P) una distancia comiin de Hamming entre
Lo.»s vértices & ¥ E de B", igual al nimero de coordenadas en las que
« y p se diferencian. La magnitud d (C) = min p {a, B), donde el
minimo se toma con respecto a todos los pares de vértices distintos,
perlenecientes al eddigo € = B™, se llama distancia de cddigo de C.
Bl codigo € = B™ con distancia de cédigo d, serd Hamado abrevia-
damente (n, d)-cédigo. La potencia méxima posible del (n, d)-cé-
digo se connota mediante m (n, d), ¥ el (n, d)-cédigo cuya potencia
es m (n, d), se denomina maximal. Se Mlama compactamente empa-
quetado el (n, 2d + 1)-cédigo, que cumple la siguiente condicién
para lodo vértice o € B™ existe la palabra codificada B, para la cual
p (e, f}<d. Un cédigo binario en bloque se denomina equidistante,
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si la distancia entre dos cualesquiera palabras en cédigo es igual.
El cédigo € = B" se llama equiponderado, si toda palabra codificada
tiene un mismo pese, o sea, si existe un entero k (0-<khk<n) 1al,
que C = B}. Este nimero k se denomina peso del cédigo equiponde-
rado. La magnilud mix | C |, donde ¢] maximo se toma para todos
{(n, dj-cébdigos de peso k, se anota mediante m (n, k, d).

Sea que la palabra de un cédigo hinario en blogque € se transmite
por un canal de enlace, en ol que pueden suceder tergiversaciones de
la palabra transmitida. La transmisién por un canal asi, puede con-
siderarse como wuna cierta transformacién de las palabras transmiti-
das. Agui serdn examinadas solamente tales transformaciones de las
palabras binarias, qué no modifican la longitud de la palabra y que
congisten en el reecmplazo de algunas letras por sus contrariag, o sea,
en el reemplazo del 0 por el 1 y del 1 por el 0. Si la palabra & al ser
transmitida se transformdé en la palabra P, distinta de @, entonces
se dice, que en el canal hubo érrores. 8i la i-ésima letra de }a palabra
o transmitida se diferencia de la i-ésima letra de la palabra B reci-
bida, entonces se dice que hubo un error en el i-ésimo orden. Si la pa-
labra recepcionada se diferencia de la transmitida en ¢ drdenes,
entonces se dice, que hubieron t errores. Evidentemente, el ntimero de
errores que han ocurrido durante la transmisién, es igual a la distan-
cia de Hamming entre las palabras transmitidas y recibidas.

Sea el cédigo binario C = AB™. La aplicacion univoca arbitraria
P del conjunto 5% en el conjunto C se llama decodificacidn. Suponga-
mos, que & € C, ¥y que P~ {a} es el conjunto de todos aguellos B
vértices de B™; tales que ¢ (B) = @. Sea también S? () el conjunto
de todas las palabras que se obtienen de la palabra en cédigo a co-
mo resultado de no mds de ¢ errores {es evidente, que S7 (&-) es una
esfera de radio ¢ con centro en E). Se dice, que el cédigo C carrigﬁ 4
errores, si os que existe tal decodificacién P, que S7{a) = P! (a),
para cada « € C. El cédigo C descubre t errores, si cualquier palabra
que pueda ser obtenida de una palabra en cédigo & arbitraria, como
resultado de no més de ¢ erroves, resulta diferente de cualquier pa-
labra de C\ {a}.

1.1. Mostrar que el cédigo C = A" corrige ¢ crroves si, y sélo si,
p{v, w)=2t + 1, para cualesquiera dos palabras en cédigo v v w
de C, distintas.

1.2. ¢Es cierlo, que el codigo € &= B*, que corrige ¢ errores, des-
cubre:

1) no menos de 2¢ + 1 errores;

2) no menos de 2¢ errores;

3) no méas de 2¢ errores?

1.3. Mostrar que de todo subconjunto € = B" se puede obtener
un ¢ddigo que descubra un error, quitando de € no més de la mitad
de los vértices.
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1.4, Determinar cudntos errores corrige y cuintos descubro el
codige con funcidn caracteristica f.

DIE =205 ...0zm

NFEYN =22y ... 2, \ BTy . . . T
3_)_1(33“) = &ty .. - xsgvzlxs o« ZanTan4afonty - - -
. Ty \ @1y« - - TnZnaBnte - - - Fan V BTy - - - Toni
L fE) =22y . Ty ® BTy o Tng%n B

ZoTg + + » Tpe

1.5. Supongamos que la palabra del codigo binario €' se transmi-
te por un canal de enlace. Al efectuar la transmisién de la palabra
en codigo no puede suceder més de un error. Para cada palabra en
codigo % construir el conjunto de aguellas palabras que pueden ser
obtenidas después de la transmisién de @ por el canal.

1) € = {01100, 00411, 11040, 10001};

2) ¢ = {11110, 10100, 01011, 11001}.

Sea que la probabilidad de que al transmitir por el canal de
enlace la palabra arbitraria w de B™ lenga lugar un error en el i-fsi-

mo orden, sea igual a p para todas las i = 1, n. Sea cierto cbdigo
C = B" de polencia m, y {y: B" — C la decodificacién. La magnitud

Qop, €)== 3, 3 poe ) (1 —pyrsw
2E€ wel-H(v)
se lama certeza de la decodificacién p para el eédigo C.

1.6. Mostrar, que para 0 << p << 1/2, el miximo de la cantidad
Qy (p, C) para todas las decodificaciones posibles de un € dado, se
obticne con la condici6n, que para cada w € A™ se cumpla la igual-
dad p (w, ¥ (1)) = min o (w, v).

o€

1.7. 1) Para el cédigo C del problema 1.5, 1), construir la deco-
dificacién | con la certeza méixima Qy (p; €), 0 << p << 1/2, indi-
cando para cada w € C el conjunto = (). Hallar el méax Qg (1/4, C).

2) iCuantas decodificaciones distintas 1 con ce?teza maxima
existen para ol codigo C del problema 1.5, 1) y 0 << p << 1/2?

1.8. Hallar la potencia mdxima posible del codigo € = B™,
que posee la siguiente propiedad: cs par para cualesquiera ot ¥ B de
Co (@, B). |

1.9. ;Cuéntos cédigos maximales (n, 2) existen?

1.10. Sea n = 3k. Mostrar, que m (1, 2n/3) = 4.

1.11. Mostrar gue la potencia deld(n, 2d + 1)-c6digo compacta-

mente empaguetado es igual a 2"/2 (:)

=0
1-:2_}?5,Exist,e el {n, 3)-cadigo coﬁlpactamente empaquetado para
n =
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1.13. Mostrar que para n>>7 no existen (n, 7)-c6digos compac-
tamente empaquetados.
1.14. Demostrar que el cddigo € = B™ no es méximo, si |C | =

1.15. Mostrar que si en B™ existe un {(n, 3)-c6digo compactamen-
te empaquetado, entonces existe la particion del cubo B™! en esfe-
ras no intersecadas de radio 1.

1.16. Sea C un {n, 2d + 1)-cédigo compactamente empaquetado.

Mostrar, que entonces (3—7-1) es divisible sin resto por (25;"1) .

1.47. Mostrar que no existen {n, 2d 4+ 1)-cédigos equidistantes
de potencia mayor que 2.

1.18. Mostrar gque para un d par, existe un cddigo equidistante
de potencia [2n/dl.

1.19. Mostrar que m (n, d) es una funcién no decreciente del pa-
rametro n.

1.20. Mostrar que:

1Yy m(n+d, )=2m (n, d);
2) m (2rn, d)=(m (n, d))%
3 m(n, d)<2m(n—1, d

2t
1.21. Demostrar que m (n, 2t+1}>2“/ Z ("
-0

1.22. Demostrar que

.

(%)
m(n, k, 2d) Za=
k n—k
() (7)
§=20
1.23. Demostrar que para n<<2d es justa la desigualdad
2d
m(n, ) <5
1.24. Demostrar gue
m (m k, < [2k’—-n(2k—d}]
si 2k2—n(2k—d) >0.
1.25. Mostrar que:
1) m(n, k, d)g[im(n_ﬂ,k—i,d—nj;

2) mm b, <[ 2 ["“[---[“'d] SNk

3) m(n, k, d)< —1, k&, d)].
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1.26. Sea g (n, d) el nimero miximo de vértices en B, siendo
que la distancia entre cualesquiera dos de ellos no supera a d. De-
mosfrar gque

m(n, d + 1) q (n, d)<<L2"

1.27. Domostrar que m (n, d)<<2"-44,

1.28. Mostrar que de todo con]unto Cec B talque |C | >
se puede separar un subconjunto D de potencia no menor que
o-d+ | 0|, que es un {(n, d)-céddigo.

§ 2. CODIGOS
LINEALES-

La expresién de la forma
Moy @ Ao, @ ... © A, (1)

donde w; € B, ki € {0, l} i =1, ¢ se llama combinacion lineal de
los vectores dy, G, . . ., & La combinacién lineal (1) se denomina
trivial, si by = hy = ... = kg =0, ¥ no trivial en el caso con-
trario. Toda combinacién lineal 1 de vectores de B™ resulta, eviden-
temonte, un voctor de A" Los veectores oy, dg, . - ., & de B™ se
Hlaman linealmente independientes. si cualquier combinacién lineal
no frivial de los mismos es distinta de 0 (0, 0, ., 0). En caso
conteario se dice que los vectores &y, Qa, . .., &, son linealmente
dependientes. El subconjunto G == B" sc denomina grupo, si G es
cerrado con respecto a Ja operacién de suma por médulo 2, o sea, si
para cualesquiera &, B de G, el vector o & ﬁ pertencce a G. Del ca-
ricter cerrado de G con respecto a la operacion de @ se deduce, que
toda combinacién lineal de veetores de G Lambién pertenecera a G
(en particular, 0 € G). De este modo, todo grupo G en 5® resulta ser
un espacio vectorial lineal sobre el campo F, = ({0, 1}, ®, ). El
mayor nimero & = k (G), para el cual en el grupo {en el espacio li-
neal) G existen k& vectores linealmente independientes, se denomina
dimensidn de G. El conjunto de los k vectores linealmente indepen-
dientes de un espacio de dimensién k, se llama base de este espacio.
Si el codigo G = B™ genera un grupo, entonces él sc denomina fineal
o grupal. Si un eddigo lineal en A" tiene dimension %, entonces se
Nama (r, k)-cddigo. El codigo binario lineal que corrige un error, se
denomina cddigo de Hamming.

Es comodo expresar a los cddigos por medio de matrices. La
malriz /f (C), cuyas filas son palabras codificadas del codigo € = B™,
se llama matriz del cédige C. La matriz M (C), compuesta de & vecto-
res linealmente independientes arbitrarios, que son palabras codi-

1) La definicidn de lag operaciones de suma de vectores l1:u:-r nmdulo 2y del
producto de un escalar por un vector fue dada en el § 1 del cap.
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ficadas del (r, k)-codigo C, se llama matriz generadora del cédigo C.
Si H es una matriz arbitraria de ceros y unidades con n ¢columnas, en-
tonces el conjunto C (/) de todos los vértices del cubo B", que son
combinaciones lineales de las filas de la matriz H, se llama cddigo
engendrado por la matriz H. Los vectores o = (&, &y . . .y %) ¥
B = (By» Bas - - -+ Bn)sedenominan ortogonales, si a;f; @ o,pf, @ ...
... @ 0,p, = 0. El conjunto ¥V (i) de todos los vectores de B,
ortogonales a cada una de las filas de la matriz /, se llama éspacio
nulo de la matriz II. Sea C nn cbédigo binario, en el que cada palabra
es ortogonal a cada fila de alguna matriz /1. Si C es (n — k)-cddigo,
y Ja matriz H se compone de n — k filas linsalménte independientes,
entonees H se llama mairiz de comprobacién del cidigo €. El con-
junto C* de todos los vectores representados en [orma de combina-
¢ién lineal de las filas de la mairiz de comprobacién del (n, k)-codigo
C, se denomina eddigo dual del cédigo C. Mediante g (n, d) se designa
el mix | C |, donde el médximo se toma con respecto a todos los c6-
digos lineales € == B™ con distancia de cédigo d.

2.1. Sea que ¢l conjunto C = B™ se compone de &k vectores line-
almenle independientes. Mostrar que cualesquiera dos combinacio-
nes lincales de vectores del conjunto €, que se diferencian en sus
cooficientes, representan distintos vértices del eubo B,

2.2. Mostrar que en B™ existe un sistema de r vectores lineal-
mente independientes, pero no existe ninguno de n + 1 veclores
linealmente independientes.

2.3. Mostrar que el niimero de vectores de 3™, representados por

L]

combinaciones lineales de la forma (1), en las que la 2 A;<¢t, no
=1
i

supera la Z ( f ) ;
i=0
2.4. Mostrar que tode {n, k)-cédigo tiene polencia 2~
2.5. Mostrar que en un c6digo lineal binario, o hien cada vector
eddigo tiene peso par, o bien la mitad de los vectores codigos tiene
peso par, ¥ la otra mitad peso impar.
2.6. Mostrar que ¢l nimero de bases dislintas en B” es ignal a

(@n—1) (20 —2) ... {21 —2n)

n!

2.7. Mostrar que el ndmero de {r, k)-codigos distintos en 5" es
igual a
(@n 1y @n—2) ... (27 —2k-1
2A—1) (2F—2) ... (ZR—2r-1) *

2.8. Hallar e] nimero de veclores de B" que sean ortogonales

aun vector dado @ de Bj.
2.9. Mostrar que ¢l conjunto de todos los veclores de B" ortogo-
nales a cada una de las filas do la matriz binaria i de dimensiones
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k ¥ n, toma un espacio lineal. jAcaso siempre este espacio tiene
una dimensién r — k?

2.10. ;Bs cierto que para cada codigo lineal se puede indicar una
matriz H, que sea:

1) generadora;

2) de comprobacién?

2.41. A base de la matriz dada H, indicar la potencia m (C (H))
del codigo C (H) por ella engandrado, y la distancia de cédigo
d (C (H)).

10011 (1“;
= 0‘1‘ =
1) H (110 ; D H={0]

10

11100

aqui la matriz H tienc una dimensién n X n;
4) H = ({[,P), donde [, es una mairiz unidad de dimensiénes
k % k, y P una malriz binaria arbitraria de dimensiones & X (n — k),
siendo que en cada fila de la misma por lo menos hay dos unidades,
E<n — logs (n 4 1);
5) H = (I;Q), donde [; es una matriz unidad de dimensiones
X5,y
f

9=

[ =
el ot el
[ TR o JR N
il = B ol ol =]
S O e
e B e T
Ll o Bl == =
e e e O
o B e
P = ==

) (t

2.12. Sea V < B™ un espacio, compuesto de las combinaciones
lineales de las filas de la matriz H = (J, P), donde I es una matriz
unidad de dimensiones & X k, y P una matriz compuesta por ceros
y unidades, de dimensiones X {n — k). Demostrar, que V es un
espacio nulo de la matriz G = (P¥/,_;), donde I, _, es una matriz
unidad de dimensiones (n — k) X (r — k), ¥ PT es la matriz tras-
puesta de P.

2.13. Para el cédigo engendrado por la matriz H del proble-
ma 2.11, 1), construir la matriz de comprobacion.
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2.14. Mostrar que si C = B" es un (n, k)-coédigo, entonces el co-
digo dual a C resulta un (r, n — k)-cédigo.

2.15. Sea H (C) la matriz del (r, k)-cédigo C = B", no conlene-
dora de columnas nulas. Mostrar que:

1) cada columna de la matriz H (C) tiene 2*-! unidades y la
misma cantidad de ceros;

g)lla suma de los pesos de las filas de la matriz H (C) es igual a
2t

2.16. Mostrar que la distancia de cédigo del codigo lineal € = B
es igual al minimal de los pesos de sus vectores no nulos.

2.17. Mostrar, que la distancia de cédigo del (r, k)-cédigo no
supera a [n2%-1/(2% — 1)].

2.48. Mostrar que para n = 2d — 1, la potencia del {(n, d)-
cédigo lineal no supera a 2d.

2.19. 1) Mostrar, que la potencia maximal posible g (n, d) del
(n, d)-cédigo linesl, satisface la desigualdad g (n, d)<2g (n — 1, d).

2) Utilizando el resultado del problema 2.48, mostrar que
g (ﬂ-. d)gd‘Qn-smz'

2.20. Sea que el cédigo C es un espacio nulo de la malriz H.
Mostrar que la distancia de cédigo de € no es menor que 4 si, y sélo
si, cualquier conjunto de un ntimero d — 1 o menor de columnas de
la matriz H, resulta linealmente independiente.

a-2
2.21. Mostrar que si ) ("‘;1) << 2%, entonces existe una matriz

i=0

de ceros y unidades de dimensiones k X n, en la que cualesquicra
d — 1 columnas son linealmente independientes y, en consecuencia,
existe un (n, n — k)-cédigo con distancia de cédigo d, o mayor que d.

2.22. Sea Hy, ,p, una matriz de dimensiones k& X n, donde &k =
= Jlog, (n -+ 1)l, ¥ en la que la columna con niimero i representa
una descomposicién binaria del nimero i (i = 1, r). Por ejemplo,
para n = 6, la matriz H, ¢ tiene la forma

oo0o0111
H=(01100-1‘ .
101010

i) Mostrar, que el espacio nulo de la matriz es un cédigo de
Hamming, o sea, un cddigo lineal que corrige un error.

2} Construir un cédigo que resulte ser un espacio nulo de la
matriz H, g

3) ¢(Cuéntos errores corrige el codigo engendrado por la matriz
Hy. a? ' N

2.23. Se llama especto del conjunte £ = B™ al vecltor s =
= (Sp, Sg» - - -, Sn), donde s, es el nimero de los pares de vértices
de €, que tienen una distancia r entre ellos. Mostrar que para todo
{(n, k)-cédigo C, existe un (n, k)-codigo C’, que tiene el mismo espec-
tro y que posee la forma de una matriz generadora (/,P), donde Iy, es
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la matriz unidad de dimensiones & X k, y P es algupa matriz com-
puesta por ceros y unidades, de dimensiones k X (n - k).

2.24. 1) Mostrar que g (9, 5) = 4.

2) Mostrar que m (9, 5)=35.

2.25. Sea gue existe un (n, k)-cédigo con distancia de codigo d.
dEsdcierto que entonces hay un (r, k)-cédigo con distancia de cédi-
go d— 17

§ 3. CODIFICACION
ALFABETICA

Sea un alfabeto 4, entonces, A* es el conjunto do todas las pala-
bras finitas en A, incluyendo la palabra vacia. La longitud (nimero
de letras) de lo palabra w se anota mediante A (w). La palabra vacia
se connota por medio de A. La wnidn de las palabras w, y w,, obte-
nida por la afiadidura de la palabra w, a la derecha de la palabra w,,
se indica wyw, La palabra w, se denomina prefijo de wyu,, ¥ la
palabra w,, sufijo de wyw,. El prefijo wy (el sufijo w,) de la palabra
wyw, se llama propio, si a un mismo tiempo w, = A y wy % \. La
palabra v se denomina subpalabra de la palabra w, si existen lales
palabras v, ¥ i, que w = w,ViL,.

Sean, A = {a;, a5, . . am; un alfabelo de comunicacién y B
un alfabeto codificador. Sea g la aplicacién univoca de las Jelras del
alfaboto 4 en B*. La codificacion de las palabras en 4, mediante
ia cual a cada palabra (comunicacién) a;a;, . . . a;, se le coloca
en correspondencia la palabra @ {ai) @ {ai,) - . . @ (@), se deno-
mina codificacién alfabética (o letra a letra). La codificacion alfa-
bética se determina totalmente mediante la aplicacién ¢ que la
engendra, y se indica por Ky El conjunto {@ (a): a € A} se llama
cédigo alfabdtico y se designa por medio de @ (4). La codificacion
alfabética K, y el cédigo correspondiente ¢ (A4) se Mlaman uriveca-
menie decodificables, o separables, si de cada igualdad del Lipo

@) e @) ... v(a) =9 )¢ () ... ¢{a)

entre las palabras en el alfabeto codificador B, se deduce que [ = k&
v jo = i {t =1, k). El codigo ¢ (A) se llama prefije, si ninguna pa-
Jabra de ¢ (A4) no resulta comienzo de alguna otra palabra de @ (4).
El cédigo alfabético divisible @ (A) se llama completo, si para cada
palabra w en el alfabeto codificador B es justa la afirmacidén: o
bien w es prefijo propio de alguna palabra de ¢ (4), o bien alguna
palabra de ¢ (4) es prefijo (no es preciso que sea propio) de la pa-
labra w.

Uno de los algoritmos de distincién de la divisibilidad de un
eddigo alfabético se reduce a lo siguiente. Sea ¢ (4) = {wy, we, . . .
.« . Wy}, un cédigo alfabético. Sean, §; ¢l conjunto de los sufijos
propios de las palabras en cédigo, y S, el conjunto de todas las pala-
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bras, eada una de las cuales es prefijo de alguna palabra codificada,
Examinemos el multigrafo orientado G, cuyos vértices son ele-
mentos del conjunto S = (8, N S,)U {A). Sean ¢ v «, dos vérticoes
de §, distintos. El arco que va desde ¢ hasia T en el grafo G existe
si, y sélo si, existen la palabra en cédigo w y la sucosién P — wy,,
Wiy -« ., wy, de palabras en c6digo, tales que las palabras w ¥
Ow;,wy, . . . w; T sean iguales como las palabras en el alfabeto
codificador. Ademds, si o 5 A, entonces la sucesién P puede ser va-
cia. Al arco que va desde ¢ hasta 7, se le inseribe la palabraw; w;, . . .

&

A
bb

4

Fig. 22.

-+« Wi. En el multigrafo Gy no hay bucles. EI multigrafo Gy se
denomina grafo del cédigo alfabético . Es justo el siguiente

TeorEma 1 (A. A. Méirkov). El cédige ¢ es divisible si, y sélo si,
en el grafo Gy no existen circuitos que pasen por el vértice A.

Esemrro 1. Sea ¢ (4) = {ce, cca, beca, aa, ab}. Entonces, S =
= {A, ¢, cca, a, b}. El grafo G, se muesira en la fig. 22, a. En Gq
existe un circuito que pasa por los vértices A, a, b. Apuntando las
palabras adjudicadas a los vértices y arcos de este circuito, hallamos
una palabra que se decodifica de dos modos:

ceabeca = (cca) (beea) = (ec) (ab) (cca).

Esempro 2. Sea ¢ (4) = {e, ab, acbb, bb, bbacc}. Entonces § =
={A, b, bb}. En el grafo Gy, mostrado en la fig. 22,°, no hay eircui-
los que pasen por A. El cédigo es divisible.

Sea que se tiene una fuente de comunicaciones, la quo de un modo
casual genera las letras del alfabelo A = {a,, gy « . ., Qp). Se su-
pone, que las apariciones de las letras del alfaboto 4 son estadisti-
camente independientes, y se someten a una distribucién de proba-

bilidades P = {p,, p;, . . .. pm}, p: >0, _E:p‘; = 1. A todo cidigo
L]

alfabético binario € = {w;, w,, ..., w,} se le¢ puede colejar el
namero

Ze(P)= 3 pi (i),
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llamado zalor del cédigo C para la distribucién P. El niimero 2, (P)

es igual a la cantidad media de letras del alfabeto codificador, que

tiene cada letra del alfabeto A. El cédigo prefijo C, se llama éptimo

para la distribucién P, si £¢, (P) = inf £, (P), donde la cara infe-
c

rior se toma por el conjunto de los cddigos prefijos binarios, com-
puestos de m palabras.

El'método de Haffman para la construccién de un cédigo éplimo,
se apoya en el teorema siguiente.

TeoREMA 2. Si C = {wy, Wy, . . ., Wy) s un cédigo binario dpti-
mo para la distribucién P = {p,, pasy . . -, Pm} ¥ Pi = @1 + dq,
siends py > pe > ... 2 Pjy = P; 2 Pit1Z - - ZPm2N 290
entonces, el cédigo C = {wy, Wy, « . ., Wiogy Wityy « « 3 Weyy
w0, w} resulta dptimo para la distribucién

P = {plt Pas + = «y Pjatr Pi+1r + = =2 Pmr Gus QB}'

El codigo €' se llamard ampliacién del cédigo dptimo C. El método
de Haffman consiste en lo siguiente. Sea que en la némina inicial
de probahilidades en orden no creciente, las dos ultimas probabili-
dades son p,,_; ¥ pm- Estas probabilidades se excluyen de la némina,
y su suma se inserta en el listado de tal modo, que en la nueva némi-=
na obtenida las probabilidades no crezcan. Este procedimiento se
repite hasta que se obtiene una lista de dos probabilidades. Después
de obtenida esta némina, a una de las probabilidades se le otorga el
simbolo 0, y a la otra el 1 (el cédigo éptimo para un alfabeto de co-
municaciones de dos letras, para cualquier ley de distribucién de las
propabilidades). Luego, en correspondencia con el teorema, se cons-
truye el eédigo éptimo para tres letras para la correspondiente némi-
na de probabilidades, y asi sucesivamente hasta que no se obtiene el
c6digo Gptimo para el listado inicial de probabilidades. El método
de Haffman se ilustra con este ejemplo:

P Wy
0% a4 a4 96 0 f 1
g2 02 ﬂ,‘?} g% 7 \{w

/
o o0o
gz | o2|) gz o1 {aaa o0f
t?,f} qz} oof {aﬂ
at it

[T e s T R

[

Para la distribucién de probabilidades dada, existen también
otros codigos Gptimos, por ejemplo,
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Tabla 6

i Pi w; wy
1 0,4 | 1 00
2 0,2 | ™ 01
3 0,2 | 000 10
4 0,1 | 0010 | 110
5 0,1 | 0041 | 41

El método de Fano de construccién de cédigos cercanos a los
6ptimos, consiste en lo siguiente. L.a némina de probabilidades orde-
nadas en forma no creciente se divide en dos partes (consecutivas),
de tal modo, que las sumas de las probabilidades que integran estas
partes, se diferencien lo menos posible. A cada letra del alfabeto de
comunicaciones, gue corresponde a las probabilidades de la primera
parte, se le confronta el simbolo O (6 1), y a las letras restantes el
simbolo 1 (respectivamente, el 0). Luego, se procede de igual modo
con cada una de las partes, si ella contienc por lo menos dos proba-
bilidades. El proceso continia hasta que toda la lista no se divide
en partes que contengan sélo una probabilidad. Ejemplos deJcédi-
gos construidos por el método de Fano, so muesiran en la tabla 6.

3.1. De acuerdo con el cédigo alfabético ¢ (4) dado, construir el
grafo G, y aclarar si es un eddigo divisible o no. .

1) @ (A)={ab, dc, a, becadd, ca}, A={i, i=1,5};

2) ¢ (A)={ddac, dd, cddab, a, cddd, b}, A={i, i=1, 6);
3) @ (4)={a, ab, ackb, abb, bbacc}, A={i, i=1, b};

4) o (A) ={abe, bbe, beb, caa, acbb, cbeb, becabb, abeachbby,

A={i, i=1, 8}
5) @ (A) = {abc, abb, bee, ccaa, beabbbee, tbecaaatea, abeablabbleca),
A={i, i=1,7}%

6) ©(A)=/{ab, bb, ca, cba, alb, tac, aabec, cabta), A={i,i=1, 8).

3.2. Sca que los numeros 1, 2, 4, 17, 98 se codifican con sus des-
composiciones binarias de la longitud minima posible. Por cjemplo,
el cidigo de la unidad es 1, el codigo del dos es 10, el del cuatro es
100. ;Es esta codificacidn divisible?

3.3. Por el cadigo indivisible dado ¢ (4) = {aa, ab, ec, cca,
beca} y por la palabra w en el alfabeto codificador B = {a, b, ¢}
aclarar si la palabra w es cédigo de alguna comunicacién. Si es asi,
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entonces dilucidar si la palabra w es codigo de exaclamente una co-
municacién.

1) w = ceabecabecabec;
2) w = becaccabecabecacabeea;
3) w = abbecaceabecaabab.

3.4. Sea @ (4) un codigo alfahético y G, ol grafo de este codigo.
Sea luego que el grafo Gy es obtenido del G, el quitar todos los vér-
tices que sean palabras en cddigo. ;Sigue siendo vélido el teorema 1,
si se reemplaza a G, por Gg?

3.5. Sea ¢ (4) un codigo alfabético y G, el grafo del mismo, Sea
luego que el grafo Gy se obtuvo de G, mediante la eliminacién de
todos los arcos con la marca A, que llevan al vértico A. ¢Contintia
teniendo valor el teorema 1, si reemplazamos a G, por Gy?

3.6. Para el c6digo ¢ (4) divisible dado, construir un ¢édigo pre-
fijo con la misma coleccion de las longitudes de las palabras en co-
digo.

1) @ (A) = {01, 10, 100, 111, 011};

2) @ (4) = {1, 10, 00, 0100};

3) p(4) = {10, 101, 111, 1011}.

3.7. Sea ¢ (A) un cédigo alfabético de potencia m, en el que la
suma de las longitudes de las palabras en cddigo es igual a N, y la
longitud maxima de estas palabras, igual a l. Utilizando el teore-
ma 1, demostrar que el cédigo ¢ (4) es divisible si, y sélo si, cada
palabra que en el alfabeto codificador tiene una longitud no mayor
que (! — 1) (N — m -+ 1), o bien os cédigo de exactamente una pa-
labra, compuesta por las letras del alfabeto de comunicaciones A,
o bien en general no es cédigo de ninguna palabra de 4%,

3.8. Sean, k la menor y { la mayor de las longitudes de las pala-
bras en eddigo del eddigo alfabético ¢ (4), ¥ V la suma de las longi-
tudes de estas palabras. Mostrar, que para establecer la divisibilidad
del cédigo @ (4) es suficiente probar la decodificacién univoca, no
méas gque para NI/k palabras en el alfabeto codificador.

3.9. Consideraremos que dos palabras w y v en el alfabeto {0, 1)
son equivalentes, si existe tal palabra u, que puede ser obtenida
tanto de w como de v, con ayuda do las siguientes operaciones, emple-
adas en un nimero finito:

1) por tachadura de lag subpalabras del tipo 10 y 1001;

b} intercalando en los espacios entre letrasl), las palabras del
tipo 10 y 1001. -

¢Son o no son equivalentes los siguientes pares de palabras w
v ow

1) w = 1010101, v = (101010;
2} w = 10010010, v = 010010010,
3) w = 11011010, v = 011011017

. 1) También se_permite aiiadir las palabras 10 y 1001 a la derecha y a la
izquierda de la palabra que se ‘transforma,
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3.10. Sea que M es un conjunto compuesto por m palabras no
vaciag en el alfabeto 4, que tiene k letras. Mostrar que:

1) en M se hallara una palabra cuya longitud no es menor que
log, (1 +m (k — 1))

92) para todo & > 0, la porcién de aquellas palabras en M cuyas
longitudes no resultan menores que (1 — &) logy (1 -+ m (k — 1)), no

i—
supera a (—;-) em's, para m=2, kZ>=2.

3.11. Sea que en el cédigo alfabético binario C, de potencia
97 4 1, eada palabra en c6digo tiene una longitud que no supera a n.

1) Demostrar que el codigo € no es prefijo.

2) ¢Puede ser divisible el cédigo C?

3.12. Para las distribuciones de probabilidades de aparicién de
letras dadas, construir los ¢édizos 6ptimos porel métotlo de Haffman.

1) P = (0,34; 0,48; 0,17; 0,16; 0,15);

2) P = (0,6; 0,1; 0,09; 0,08; 0,07; 0,06);

3) P = (0,4; 0.4; 0,4; 0,03; 0,03; 0,02; 0,02);

4y P = (0,3; 0,2; 0,2; 0,14; 0,1; 0,05; 0,05).

3.13. 1} Para las distribuciones de probabilidades del problema
anterior, construir los c6digos por el niétodo de Fano.

2) Poner un ejemplo de una distribucién de probabilidades, con
la que el c6édigo, construido por el método de Fano, no es éptimo,

3.14. Sea C = {w,, w,, . . ., Wy}, un cddigo binario éptimo, que
responde a la distribucién P = (p;, psy -« oy Pm)y PL2Pa=2- . .
.. .=pmp. Mostrar que:

‘1) b {H/i){:?. (wj), si pp > Py

2) El cédigo C os completo,

3) Existen dos palabras en cédige de longitud A (wg), que tie-
nen prefijos iguales, de lengitud A (wp,) — 1.

3.15. Mostrar que si m no es exponente de dos, entonces con cual-
quier distribueién de probabilidades P = (py, pgy - .+ Pm)y €N
ol cédigo 6ptimo se encuentran dos palabras que tiemen diferente
longitud.

3.16. Apoyandose en los problemas 3.14 y 3.15, asi como en la
definicién de codigo 6ptimo, explicar por que los cadigos que a con-
tinuacién se indican, no soen 6ptimos con las distribuciones de pro-
babilidades dadas.

1) 2) 3)
B Wy Pi wy P wy
0,6 0 06 | 1 o2 il
0,2 10 0,2 01 0, 4 09(‘}
0.1 1 0,15 | 00 g'z g?“.
0,1 o1 0.05 | ooot '
8 0,2 100
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3.17. Hallar el menor m y tal distribucién de probabilidades

P = (py, pgy -+ «» Pm)» DPara los que existen codigos 6ptimos, que
se diferencian por las colecciones de longitudes de las palabras en
codigo.

3.18. 1) Mostrar, que la longitud méxima de la palabra en c6di-
go en un cédigo 6ptimo de potencia m, no supera a m — 1.

2) Mostrar que para todo m entero {(m>>2) se halla una distri-
bucién de probabilidades P = (p;, pa, - . ., Pm) que cumple la
siguiente condicién: existe un cédigo éptimo que responde a la distri-
bucién P, tal que la longitud médxima de la palabra en cadigo en él,
es igual a m — 1.

3.19. Mostrar que no existen mas de [me-—l) prefijos comple-

tos de los cbdigos binarios de potencia m.

3.20. Un cédigo se llama casi uniforme, si las longitudes de sus
palabras en cédigo no se diferencian en mas de una unidad. Mostrar,
que para todo m natural, un c¢édige casi uniforme es 6ptimo para

la disiribucién P= (4, =, ..., =) . ¢Es cierto lo contrario?

3.21. 1) Mostrar (por induccién con respecto a m), que la suma
de las longitudes de las palabras en cédigo del cadigo dptimo conm

comunicaciones, no supera a —;-(m -+ 2).(m - 1).

2) Mostrar que para cada m>=2, entero, la evaluacién indicada
en el problema anterior, es alcanzable.

3.22. Sean gy, gy, . . -, g, caras arbitrarias del cubo B™ inter-
secadas de par en par, y de dimensiones ry, ry, . . ., 7'y, respectiva-
mente.

1) Utilizando la evidente desigualdad ) 2 <C2", mostrar, que
=1

las longitudes A (wy), A (wy), ..., A(wy) de las palabras del cédigo
prefijo binario arbitrario C'={w,, wy, ..., wy}, cumplen con la con

m
dicibn ) 27MU) o,
i
2) Mostrar que para el cbdigo prefijo completo, es jusla
m
la igualdad > 27Mwd _q,

jemi

3) Mosrtar que si {E 27%.<1, dondo %; son nGmeros naturales,
-

i=1, m, entonces existe un cddigo prefijo con longitudes de palabras,
lgualas a ?u:, ?\.z, cary Ame

3.23. 1) (Es cierto que en un cédigo binario dptimo el nimero
de palabras en cédigo do longitud maximal es par?

2) ¢Es verdad que este nimoro es exponente de 27

3.24. Sea C = {wy, w,, ..., wy,}, un cédigo binario prefijo
completo, y sea que A (w))>=A (w;4,) para todo i = 1, m — 1.
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Mostrar que para m>>2, para todo i = 1, m — 1, es justa la desi-
gualdad A (w;4,) — A (w;)<<log, m — 1.

3.25%. Sea L, el menor entero, para el que cxiste un cédigo pre-
fijo binario de potencia m y con una suma de longitudes de las pa-
labras en cédige, L,,. Demostrar, que L,,==m llog, m], para m=>2,

3.26. Mosrtar que las longitudes de las palabras en cédigo A (ur),

%(wg), .., h(wn), del cbdigo éptimo binario € ={w,, ws, ..., w,},
m
se somete a la condicién ) 272D =1,
i=1
3.27. Sean P = (py, Py, - - -» P), una distribucién de probabi-

lidades (p; >0, i =1, m), y £ (P) = iné_f £ (P), donde la cota

inferior se toma por todos cédigos prefijos binarios de potencia
m (m > 3).

1) Mostrar que £ (P) > 1.

2) Demostrar que para cualquier & > 0 y para cualquier entero
m>>1, existe una distribucién de probabilidades P = (p, p,, . . .
e vy Pm)y tal, que L (P) << 1 4+ &.

Ll método de Shennén para la construccién de cédigos cercanos
al éptimo, consiste en lo siguiente.

Sea P=(py, pas « - +» Pm)s Pi>0si>]lpi=l| P12 Py E=1, m—1,

la distribucién de probabilidades :ie aparicion de las letrags del
alfabeto de comunicaciones 4 ={a,, a,, ..., a,). Entonces, a la letra

a; se le confronta la palabra en cédigo de longitud I,= {log -lvl- s

compuesta de las primeras (desapu_ésl de la coma) I, cifras de la

descomposicion del niimero g,_lcu_\%p, en la [raccién binaria infi-
j=

nita (con insuficiencia).

Por ejemplo, si P = (0,4; 0,3; 0,3), entonces, el cédigo de la
letra a, es 00, el de Ia a, es 01, y el de la a,, 10.

3.28. Construir, por el método de Shennén, los cédigos para las
distribuciones de probabilidades de los problemas 3.12, 1), 2).

3.29. Indicar el menor m, para el cual existe una distribucion
de probabilidades P = (py, pay . . ., Pm) tal, que el cédigo construi-
do por el método de Shennén para la distribucién de probabilidades
dada, no sea o6ptimo. '

3.30. Demostrar que un codigo construido por el método de
Shenndn, es prefijo.

3.31. Sea Z£* (m) = e i%f L (P), donde la cota superior se

toma por todas las distribuciones P = {py, pPa . . ., Pm), tal que
>0, i=1, m,{E‘p,=i. 1) Demostrar que £* (m)> [log, ml.
2) Demostrar que £* (m)<llog, m] + 1.
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Capitulo
VI

AUTOMATAS
FINITOS

§ 1. FUNCIONES DETERMINADAS
Y DE DETERMINACION ACOTADA

Sea A un alfabelo finito no vacio. Los elementos del mismo se
llaman letras (o simbolos). Se llama pealabra en el alfabeto A a la
sucesion, compuesia de letras de 4. La longitud (nimero de letras) en
1a palabra w se anota mediante A (). El conjunto de todas las pala-
bras 2* = 2 (1) 2 (2) ... z (s) do longitud s (s==1) en el alfabeto A4
suele indicarse por medio de 4°. La palabra de longitud O (palabra
vacia) se connota con el simbolo A. Con A¥ se indica el conjunto
{A}U U A% v por medio de A” el conjunte do todas las palabras

=1

7 =z(1)x(2) ..., donde z(f) €A, t =1, 2, ... Las palabras
de A” se llaman palabras infinitas en el alfabeto A.

La palabra w, que se obtiene con el agregado de la palabra wu,
a la derecha de la palabra finita (o vacia) w,, se llama uridn de las
palabras w, v w, y se indica mediante wyw,. Ademds, la w, se llama
comienzo (prefijo) y la palabra w,, terminacidn (sufijo) de la palabra w.

Sean 4 y B dos alfabetos finitos no vacics. La aplicacion ¢:
AY — B* se denomina funcidn determinada, u operador detérminado
(abreviado: d. funcién, o d. operador), si cuwr ple la sipuiente condi-
cién: para todo s3>1, el s-6simo simbolo y (s) de la palabra 7o =
= ¢ (z*) es funcién univoca de los primeros ssimbolos z (1), z(2), . . .
.+, & (s), de la palabra z%.

Si en las palabras z® y z¢ los prefijos de longitud s (s>>1) coin-
ciden, entonces también coinciden los prefijos de longitud s en las
palabras ;{’ =@ e ;‘; = ¢ {3:':'}.

Con @, p se indicard el conjunto de todas las funciones deter-
minadas (£.d.) del tipo g: A® — B°,
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Sid=4, x4, % ... XA yB =8B X By X ... X B,
entonces, la aplicacién : A° — B® induce m funciones P =

=@: (X, Xo, ..., Xp),i=1,2,..., m, cada una de las cuales
depende de n variables, ademés, la variable X recorre el conjunto
A (7=1, 2, ..., n). Estas funciones se definen asf. Soa 2¢ —

=z()2(2) ... z() ..., una palabra de A® e 3® = ¢ (z9) =
=yDy ...y .. . Entonces, =z {4} = (x, (1), =, ), - -.

<y T Qf)), Xy {Q_GAJ\ 1'? = Z; (1) Zj (2} v T (i} e AR
S (.’.',‘l", __z?' e xR ¥ (@) = (1 (t)s Yo (_t)' 2 yg (£)), ¥ E] €
e ]3_{‘! g{ = yi {1‘_') yi (2)‘_’“)‘ 3 yf ('t} R | yﬁl = (ytd' ygjl oy yﬁ)!
P (@ 2y ... ZR) = ui.

Se puede proceder a la inversa, a partir de las funciones @y, cOMn-
struir la aplicacién g.

E] concepto de funcidn determinada de n argumentos, surge de un
modo natural al considerar lag funciones determinadas del tipo
(A, X Ay X ... X A)° - B,

La variable X, de la funcion ¢ (X;, X,, ..., X,): (4, XA, X ...

o An)m —~BY se llama sustancial, si es que se encuenltran dos
colecciones (29, z8, ..., %) ¥ =8, 28, . . . ) de valores de
las variables X, ?2, -+ -y Xy, que o diferencian gé6lo por el primer
elemento, y tales, quo ¢ (a8, 28, . . ., 2%) % ¢ (%, 28, . . ., 79).
Si la variable X; no es sustancial, entonces se denomina ficticia
(o insustancial). Anédlogamente se déterminan la sustancialidad o la
ficcién de cualquier otra variable X ;, dela que dependa lafuncién dada.

Se dice que la funcién ¢ (X,, X,, ..., X,) depende sustancial-
mente (insustancialmente) de la variable X; (1<i<n), si esta
variable es sustancial (respectivamente, ficticia) de la funcién .

Si A es el conjunte de todos los veetores de longitud n con ele-
mentos de K, y B el conjunto de todos los veetores de longitud m
con elementos de £y, entonces, en lugar de @4 p se emplears la de-
signacion ®k;". Para n = m =1, los superindices se omitirfn,
indicando @y, ; en lugar de M} }; si & = I, el subindice serd wnico:
(PN

A veces resulta cémodo considerar que la f.d. ¢ de @, 5 se realiza
por algin mecanismo discreto (autémata) ¥ , que trabaja en momentos
discretos de tiempo t = 1, 2, .. . En la entrada de este mecanismo,
en cada momento ¢ se da una sefial z (¢), y en la salida aparece la
sefial y (2) (fig. 23), Las palabras z® se denominan de entrada, y las
¥©, de salida; 4 es el alfabeto de entrada y B el de salida del autémata
g BiAd =43 X Ay X ... X dpn,yB=D, X By X ... X By,
entonces, se puede considerar que el autémata 9, realiza m funcio-
nes determinadas, cada una de las cuales depende de n variables.

Cualesquiera dos funciones ¢, y @, de @ ,, » sc llaman distintas,
si existe una palabra de entrada z®, modificada por éstas en dife-

(3]
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rentes palabras de salida, o sea, si @, (z8) 5= @, (z9). Si la_igualdad

@y (%) = @, (z%) se cumple para toda palabra de entrada z®, enton-
ces, ¢, ¥ @, se denominan funciones determinadas equivalentes o in-
distintas.

Sean @ € D4, 5 ¥ P € Dy, 5. Si existe la palabra 25 € A*, tal
que @ (z3z®) = @ (zf) P (z*) }) para cualquier palabra z® €.4©, en-
tonces, el operador 1 se llama operador residual del operador ¢ engen-
drado por la palabra ':55, y se lo indica mediante P El conjunto
Q (¢, z3) de todos los operadores residuales del operador ¢, equivalen-
tes al operador q};g, forma una clase de equivalencia, denominada

estado del operador «, contenedor del operador residual q—,. El estado
L}

Z(t,
ot 2

Fig. 23.

que contiene el operador ¢ se denomina inicial. Si ¢ € Q@ (9, z),
entonces, diremos que el operador \ se realiza con el estado Q (p, x3)
del operador ¢. El operador ¢ se denomina acotado-determinado
(abreviado: o.e.-d. o f.a.-d., funcién acotada-determinada), si tiene
un numero finito de estados distintes de par en par. El niimero de
los distintos estados de una f.a.-d. se llama peso de la misma. Si el
conjunto de los distintos estados de par eén par del operador ¢ es
infinito, entonces, consideraremos que el peso del operador ¢ es oo.
Indiquemos con @, yel conjunto de todas las funciones de ®,, 5,
que son f.a.-d.

Al considerar las f.d. es comodo utilizar la representacién grafica
de las mismas en forma de drboles informativos infinitos. Sea A un
alfabeto de n letras. Con D , designamos al drbol radical orientado
infinito, gque cumple las condiciones:

(a) el semiprado de salida de cada vértice, incluida la raiz, es
igual a m;

(b) el semigrado de escala de la raiz es igual a 0, y de todo otro
vértice a 1;

(c) cada arco del arbol D 4 tiene adjudicada alguna letra del alfa-
beto A, ademis, a distintos arcos que parten de un mismo vértice
del arbol (en particular, de la raiz) se les atribuyen letras diferentes.
La raiz del drbol se considerard como un vértice de range nulo; si el
vértice v es el extremo final de un arco que sale de un vértice de
i-6simo rango (iz>0), entonces, v se llama vértice de (i -+ 1)-ésimo

) Aqui, mediants ¢ (x5 ecindica el profijo de longitud s de la palabra de
entrada ¢ {(z3z°).
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rango. Arco de la j-ésima fila (j==1), se llama al que parte de un
vértice de (j — 1)-ésimo range. A toda cadena orientada infinita en
el drbol D, le corresponde una palabra de A“. En la fig. 24 se
rouestra un fragmento del drbol D 5, A = {0, 1} ,compuesto de las tres
primeras filas de este drbol (aqui y en adelants, supondremos que el
simbolo O corresponde al arco izquierdo que parte del vértice, y el
simbolo 1 al derecho); con arcos en negrita se destaca la cadena que
corresponde a la palabra 101.

El d@rbol cargado D 4, 5 se obtiene del drbol D ,, agregando a cada
arco alguna palabra del alfabeto B. A toda cadena infinita orientada

Fig. 24

en el drbol D4, 5 le corresponde una palabra de B, compuesta por
las letras adjudicadas a los arcos de esta cadena. Por eso, puede con-
siderarse que el arbol cargado D, 5 da (realiza) la aplicacién ¢:
A= B®, quo es una f.d. En la fig. 25 se muestra un fragmento de
un &rbol cargado D, g, donde 4 = {0, 1} y 2 = {0, 1, 2); la
f.d. que corresponde a este arbol, modifica, por ejemplo, la palabra
1010, haciéndola 2012,

Sea que D4, p es un 4rbol cargado que realiza la f.d. ¢. Al ope-
rador residual P (s=0) del operador @, le corresponde el subarbol

D 4. 5 (x§), que crece a partir de un vértice v (z3) de s-ésimo rango,
en el que concluye la cadena que parto de la raiz y contiene exacta-
mente s arcos; ademds, a esta cadena en la i-ésima fila le corresponde
el arco marcado con la letra 2, (i) € A.

Silos operadores residuales (p-;i,, y (P.;:’ son equivalentes, entonces,

los vértices que les corresponden v (z31) y v (23 y los subérboles que
parten de estos vértices también se llaman eguivalentes. El peso del
drbol, realizado por la f.d., es igual al peso,de esta funcién, y, en
consecuencia, al nimero maximo de vértices (o subdrboles) no equi-
valentes de par en par del drbol dado.

1.1. Aclarar, si es f.d. o no la aplicacién ¢: {0, 1}° = {0,"1}>;
De)z@) ... )=z =x(@3) ..., 0sea y(t) ==zt -+ 1),

t;v
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2) q (x©) = 10100100010, . .010. . .010 para cualquier palabra
——

T Veéces
de entrada z%;

Npaae@)z@) .. )=2)z@z)2{22(3) ..., o
sea, y (1) =z (1), y(2) ==z (2 e y () = z (¢ — 2) para {23,

4oz ...)=0z201+22)z +2(@3))...,osea,
y(1) =0, y{t) =2 (1 + 2 (¢) para (=2.

1.2. ;Es o no una funcién determinada la ¢@: {0, 1}* — {0, 1}°,
dada mediante la siguiente descripeidn verbal?

1) La palabra 7@ = 2 (1) z (2) . .. se transforma en la palabra
0¢ = 000. . .0. . ., si existe tal ¢, que z ({) = 0; en el caso contrario
e (@) =70 =111, . 1. .. N

2) La s-ésima letra y (s) en la palabra y® = ¢ (z®) es igual a 0,
si para algin t<{s se cumple la desigualdad = (t) << z (¢t 4+ 1) +
+ z (t + 2); en el cazo conirario, y (s) = L.

3) La s-6sima letra y (s) en la palabra y® = ¢ (%) es igual a 0,
si existe un ¢ == s tal, que z (£} <C = (s); en el caso contrario, y (s) =
= 1.

4) y (1) = 0 y para s 2> 2 el nitmero de ceros en el prefijo y (1) X

X y(2) ... y(s) de la palabra 3 = @ (Z%) es en una unidad mayor
que el nimero de ceros en la palabra z (2) « (3) . .. = (s).

A cada palabra z¢ = z(1)x(@) ...2@) ... de {0, 1}° le
corresponde algin nimero v (z¢) del segmento [0, 1], cuya descompo-
siciéon binaria tiene la forma 0, 2 (1) 2z (2) ...z () ... Si ¢ €
€ [0, 11, entonces, su descomposicion binaria') 0, aa, . . . ay . . .
genera la palabra () =z (1)z(2) ... x() ..., donde x(t) =
= (t;i}.

1.3. Aclarar si es o no f.d. la @:{0, 1}0 {0, 1}o.

D oG =2y 4 e@=(2E2),

2 o@)=(%): 5 0E=1—v@E@).

3) oy =(21ELY;

1.4, Es o no funcién determinada la (X, X, ... X,):

{0, 130 X% {0, 130 x ... x {0, 1}0— {0, 1}0?

n veces

To, si v (@)<v(aD),

0 en caso contrario;

1) @ (20, 3’:‘)={

1 §i a = p/27 (n "= 1), cntonces, se considera una descomposicién binaria
tal, que contenga una infinita cantidad de ceros,
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- 0 < s ety
2) @ (=P, zé")z{iﬂ ‘ v(z,)v(a*,)§lf2
z en caso contrario;
To, si v (Z0) + v (28) < v (D),
:r"" en caso contrario;
Py o, i A ol Lo —
4) o0, x?,m?)z{iv(;‘} B T,

0® en caso contrario.

3) ¢ (zp, 29, 29) = {

1.5. Las funciones parciales indicadas mas abajo q: {0, l}“' —-
—)-{0 1} no estdn determinadas solamente en la palabra 0%
I | S Aclarar, cudles de estas funciones se pueden pra—-
deflmr hasta la determinacién, y cuales no.
z9, si en cada prefijo de la palabra
— w@ i { ",
1) q(39)= z@ el numem‘_ de ceros no es menor
? que el de vnidades,
1o en caso contrario;

2) ¢(@°)=y(1)y(2)...y(t) ..., donde

[0, si As((s<H & (z(5) =1)),
v = { 1 en caso contrario
3) @)=y (1)¥(2)...y() ..., donde

el nimero de ceros es mayor que ¢l de unidades,
xz(t) en el caso contrario.

Hoe@EH =y y@ ...v@ ..., donde
1, siviz(1)2(2)...2()00...0...)<1/2,
y(= {0, en caso contrario.

1.6. 1) Refutar la ziguiente afirmacién: si la funcién ¢ (X,, X,)*
{0, 1}* x {0, 1} = {0, 1}* depende suslancialmente da la variable
X, y para toda palabra (fijada) zp € {0, 1}" ¢ (X,, z) es una f.d.,
entonees, la propia funcion ¢ (X,, X;) es determinada.

2%) Sea que la funcién ¢ (X,, X,): {0, 1}* x {0, 1}“’ ~ {0, 13
cumple la condicién: cualesquiera que sean las palabras .x“’ y :r‘*’ de
{0, 1}°, las funciones @ (X;, 2¥) v ¢ (z¥, X,) son deturmmad’t
.;Besulta entonces determinada la funcién @ {X;, X,)?

1.7. Para la funcién y® = ¢ (z%), que pertenece al conjunto O,
construir un fragmento de un grafo cargado, contenedor de las s
primeras filas.

BHyd)y=1e (t]—x(t—i),para!.}Q =8

2)y(1)=0e r () =z ()® y({t — 1), para t>2 s =4

1, si para a]gun s-.gt en el prefijo 2 (1) z(2) ... z(s)
()=
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3) l;a(;«)=<—;.>, s
4 9@ =(2E2Y, =4

1.8, De acuerdo ¢on la funcién ¢ (z) € @, dada, representar en
el arbol cargado upa cadena que corresponda al prefijo 7 de la pa-
labra de entradaz®, y eseribir el prefijo 3* de la palabra de salida y©.

1) ¢ (z%) = 10100100010 . . . (o sea, y {£) = 1 sélo para

:=(2‘), =2, 3,...), 2=0101001;
2) ¢(£w}=<"—‘§ﬂ>. (@) 31 = 1111101, (b) 7 = 1010410;
1, sl z(1) 42 @)+ ...z (t) >1/2,

0, en caso contrario,

3)y(s)={

(a) 7' = (101010110, (b) = 7' = 1100101110.

1.9. EIl drbol cargado que corresponde a alguna funcién ¢ (z9) €
€ @, tiene la siguiente forma: al arco izquierdo que parte de la
raiz se le adjudica el 0, al derecho, el 1; si v es un vértice de i-ésimo
rango (i==1) y al urco de la i-ésima fila que hace escala en el vér-
tice v se le otorga el simbolo ¢ € {0, 1}, entonces, al arco izquierdo
que parte de v se lo connota con el mismo simbolo o, y al arco dere-
cho con el simbolo o (que es negacién de U)

1) ¢Es cierto, que para esta funcién la s-6sima letra de la pala-
bra de salida y‘“ = @ (z°) es hallada a partir de la relacién:

() y() ==z (1), y(s) =z (s — 1) D =z (s) para s >2;

(b) y (1) =z (1), (2)—_—3(1)(9::(2). ye=z(s—2)@®
P z (s), para s> 3;

Wy =z1)@x(@)B ... & z(s)?

2) Hallar el peso de la funcién ¢.

1.10. ¢éSon equivalentes los operadores residuales Pzs ¥ 937 de
la funcién determinada @ ¢ @®?

1) ¢ (z)=10100100010 .. . (o0 sea, y () =1, sblo para ¢= ( 2 )i
i=2,3, ...}, 25=101, 7 =010;

2) Q[Zw)=<% , 7= 10, 7° = 00101;

3) ¢(£“)=<ﬂ§3>, =1, =001,

5 @@)=y(1)y(@ ..o
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0, si z(1)+z(2)+...+2(t)<lt/2
1, en c¢aso contrario,
=10, z¢=010110.
1.11. Aclarar si ¢, es operador residual de la funcién ¢ €®,.

ym={

1) _{y(iJ=0, _
Ny@=z@)@y@E—1), t>2
y()=1,
{ t) =y (t—1), 1=>2;
y(1)=1,
) {y(n—y{t— ), 12,
y(1)=0,
o [ym—y(t-—n. t>2
y{1)=
Hw {y(:)—«;u(:) TE—1) VT (@) -z(t—1)7t>2,
q3,{!;(1)—
"lyy=z@) @yt—1), t>2

~ 13 e 7
4) ‘P(-"”)=’<ﬁ>a ?1(3°)=‘<1—5>.
1.12 Aclarar si la funcién p€®p ™ es a.-d. funcién y hallar
su peso.

~ y()=y(2) =1,
ey {y(t)=x(t—2), t>3;
y2t)=z(@4+1), t>1;
{y(Qt—il—x(t), t=1;
{y(il—i

2) @ (zo

3) ¢ (29): qy(2—1)==z(2t—1) @y (2t—3), 22,
y(2)= z(2t—1), t>1;
()= (1) @ z2(1),
| @) =2.() ® 2 @) B ys(t—1), 22,
4) @ (z9): | y2 (1) ==, (1)-2,(1),
Ya() =, () - 24 () B2, (B) -2t —1)D
@ 2y (1) yy (t—1), t22;
. yl(i)‘:‘iv
o). y‘l.(‘)=y2 (t—i), ‘>/2!
B =1 pa(ty=o,
Yo (B) == (t—1), t>2.
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1.13. Sea D, 5 un 4rhol cargado que realiza la a.-d. funcién
¢: AY —B°. Cada vértice del 4rbol D, p lo indicamos con un ni-
mero igual al peso del subdrbol que crece a partir del mismo. Obte-
nemos un nueve arbhol D, g.

1) Para todo r>1 poner un sjemplo de a.-d. funcién ¢ tal, que
cada vértice en el arbol I, 5, correspondiente a la funcién g, esté
marcado con el mimero r.

2) Para todo r2=2 poner un ejemplo de a.-d. funcién ¢ tal, que
para j = 0,1, ..., r— 1, cada vértice de j-ésimo rango en el arbol
D, g, correspondiente a la funcién g, esté marcado con el niime-
ro r —j.

1.14. 1) Demostrar que el é&rbol D, p, construide de acuerdo
con las condiciones del problema 1.13, posee la siguiente propiedad:
la sucesién de ndmeros v (v4), v (¥g), . . ., atribuidos a los vértices
de la cadena orientada vy, (vy, Us), ¥y, (vg, Vs), vy, - . . (finita o in-
finita), es monétona no creciente y, en el caso de una cadena infi-
nita, esta sucesién se estabiliza.

2) Mostrar que cualquier operador residualde la funcién ¢ € O, 5
tiene un pese no superior al de la funcién .

1.15. El arbol que realiza la funcién g, (z®) € @,, tiene la si-
guiente forma: el simbolo 1 se le asigna solamente a aquellos arcos
que perienecen a la cedena orientada que parte de la raiz y que co-
rresponde a la palabra de entrada 10100100040 . . . (aqui z (f) =1

inicamente para {= ( 2’ ) ,i=2,3, ...); alos restantes arcos se les

otorga el simbolo 0. Demostrar que la funcién g, ticne peso infini-
to y, por consiguiente, no es acotada-determinada.

1.16. Para cada rz=2 construir un ejemplo de a.-d. funcién tal,
de peso r, que satisfaga la condicién: en el drbol cargado que realice
esta funcién, el simbolo 1 se le inscribe solamente a los arcos de
cierta cadena orientada infinita Z, que parte de la rajz; a los restan-
tes arcos (que no pertenecen alacadenaZ).selesasignaelsimbolo 0.

La palabra z© € A® se llama casiperiddica, si es que existen tales
nimeros enteros ny, y 7, que ng>1, T>1, yz(n + T) = = (n)
para nz=n,. Ademis, el prefijo z (1) 2 (2) . .. z (n, — 1) de la pa-
labra z¢ se llama preperiodo; el namero ny — 1, longitud del prepe-
riodo; 1a palabra z (ng) z (ny + 1) . - . 2 (ne + T — 1), perfodo de la
palabra %} y el namero T, longitud del periodo. Es c6modo escribir
una palabra casiperiédica asi de la forma z (1) z(2) . .. z{n,—1) %
Xlz(rg+1) ... 2(n, + T — 1)1°.

1.17. 1) Demostrar quo si la funcién ¢ € @, 5, entonces, toda
palabra casiperiédica de A® se transforma’ con la funcién ¢ en una
palabra casiperidédica de BY. '

2) Mostrar sin salir de los limites del conjunto @,, que la afir-
macién contraria a la formulada en 1), no es-correcta.
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InDICACION: Véase el problema 1,15,

1.18. Refutar la siguiente afirmacion: si la funcién determinada
o (X,, X,): {0, 1}° x {0, 1}® — {0, 1} depende sustancialmente
de la variable X, y para toda palabra (fijada) 2% € {0, 1)° ¢ (X,,7%)
es a.-d. funcién, entonces la funcién «p (X,, X,) también es acotada-
determinada.

1.19. Sea que todos los vértices de un drbol cargado estin divi-
didos del modo corriente en clases de equivalencia. Demostrar que
cualquiera que sea la clase de equivalencia, en ella existe algin
vértice v que cumple la condicién: todos los vérlices en la cadena
orientada que parte de la raiz del drbol y termina en el vértice v,
son no equivalenies de par en par. _

1.20. 1) Demgstrar que para cada vértice de un arbol cargado
que tiene peso r, existe otro vértice equivalente al mismo de rango
no mayor que r — 1

2) iSe puede reemplazar en el problema anterior a r — 1 por
r— 2, si r>»2°?

Bean f; {z;, Tq» .« .y Zp), fo (T 24y - - - Zn)y o v oy fm (B Zgy oo
- .y Zp), funciones del tipo £, X E, X ... X £, - E;, donde
n vecea

k y I no son menores de 2. El operador ay,, ¢, ..., fn do ®F " se llama

operador engendrado por las funciones fi, fa, .. ., fm, Si para todo
t>1

Y () = fi (2 (8)y 22 (0), .. -, 2, 0, i=1,2,... m
1.21. Mostrar que un operador de ®M}'{ es engendrado (por algu-
na funcién del tipo E, X Ep X ... X E, — E}) si, v sblo si, su
n \'Ews

peso es igual a 2.
1.22. Aclarar si es o no engendrado el operador ¢ € @ 2%, dade
por las siguientes relaciones:

v (1) =0,
nit) =z(t—1)® y, (t —1), 1=2,
Yo (8) = = (2).

1.23. El operador parcial ¢: {0, 1}* — {0, 1) estd dado sola-
mente en las palabras de entrada 0° y1°. Predefinirlo de tal modo,
que se obtenga un operador con el peso minimo posible.

1) @ (09 = 0101 [1001°, o (1) = 11 [10I%

2) o (0 = 01 [011)°, ¢ 1) = 1010010001000010 . .. (o sea,
y{t) =4, solamente para t = [;) S =2 (R S

1.24, 1) Demostrar que si |4 |>1 y | B ] =1, entonces, la
potencia del conjunto @©, 5 es igual a ¢ (potencia de continuo).

2) Hallar 1a potencia del conjunto ©, , en aquellos casos en
que, bien |4 | =1, o bien | B | == 1. -
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1.25. Las palabras 0y 'z"g' de A se llaman s-equivalentes (se indi-
ca: z ~ zP), si son iguales sus prefijos de longitud s (s == 1). La

8
relacién ~ es relacién de equivalencia y parte al conjunto A” en

]

clases K; (s) de palabras s-equivalentes.

1) ¢Cudl es la potencia de cada clase K;(s) (s es un nimero fijado)?

2) ¢Cuédntas clases K;(s) distintas existen (para un s dado)?

3) ¢Cuéntas clases distintas K (s + I) existen en cada clase
Ky (s) (aqui I = 1)?

4) Demostrar que la aplicacién ¢: A® —~ B” es funcién determi-
nada si, y sélo si, para todo s == 1 y cualesquiera paiabras}g" ¥y E:’,

pertenecientes al conjunto A®, la relacién ':'Ef ~ Eg‘ lleva a la rela-
&

cion ¢ (&) ~ @ (@)

1.26. 1) Demostrar que si | B |>=2, entonces, el conjunto ‘I)A_ a
es numerable-infinito.

2) ¢A qué es igual la polencia del conjunto dﬁdl a8 | B =1?

1.27. Sea un arbol cargado D 4, 5, quo realiza la a.-d. funcién :
A® — B° de peso r. Cambiamos el simbolo de salida y algin arco
de la j-ésima fila del drbol D, , (consideramos que | B | = 2).
Obtenemos el 4rbol D} 5, que realiza alguna (nueva) a.-d. fun-
cién ¢’ de peso .

1) Mostrar, que 1<r'<r +j.

2) Poner un ejemplo de una a.-d. funcién g tal, que en ella se
alcanza la evaluacién superior, o sea, r' =r + j.

§ 2. REPRESENTACION
DE FUNCIONES DETERMINADAS
CON DIAGRAMAS DE MOORE,
CON ECUACIONES CANONICAS,
CON TABLAS Y CON ESQUEMAS,
OPERACIONES SOBRE FUNCIONES
DETERMINADAS

Sea Q@ = {Qy, @), . . ., Quw_)}, el conjunto de todos los estados
de la funcién @ de ®, 5. Cotejamos el orgrafo T'y a la funcién P

1) El conjunto de los vértices del orgrafo T, es el conjunto £, =
= {0, 1, ..., w — 1), ademds, se considera que el vértice j co-
rresponde al estado Qy;

2) Si ¢ y ¢P son operadores residuales de la funcién, g, reali-
zados respectivamente por los estados @Q; y Q; (ademds, ¢ es tam-
bién operador residual del operador ¢, que corresponde al prefijo
=a, y ob(az®) = bo” (%)), entonces en el orgrafo T, se
tiene un arco (i, j), vy a éste se le otorga la expresién a (b);

. 3) el arco (i, j) existe en Ty s6lo si se cumplen las condiciones
del punto 2).
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El vértice de I'; que existe en el estado inicial de la funcidén ¢,
habitualmente se marca con un asterisco. Supongamos que desde
el vértice i al j van m arcos, a quienes se les atribuye las expresiones
ay (b)1, ay (by), . . -, @y (b)) (aqui necesariamente a, = a4, para
p 5= q, pero algunos o todos los simbolos b, pueden coincidir entre
si); entonces uniremos i con j solamente mediante un arco (i, j)
y le otorgaremos todas las expresiones a, (bp), p = 1, m. El orgrafo
I'y se llama diagrama de Moore de la funcién ¢. Con T'y se pueden
enlazar dos funciones:

a) F: A X Q — B, es la funcién de las salidas,

b) G: A X Q —Q, es la funcién de paso (do transicién).

Las funciones F y G de Ty se definen asi: por el par (a, f) halla-
mosg el vértice j y un arco tal, que partiendo de j, le es asignado el
simbolo de entrada a (sea que este arco tiene la forma (j, r}); el valor
de la funcidén F en el par (a, j) es el simbolo de salida otorgado al arco
(j, r} ¥ que se encuentra entre paréntesis en forma de simbolo a; el
valor de la funcion G en el par (z, j) coincide con r, o sea, es igual al
«nimero» de un estado tal, que «cs terminacién» del arco (j, r).

El sistema de ecuaciones

{ y(@)=F(z@), gzt —1)),

gty =G (1), g{t —1)), (1)
7 (0) = o,
donde z () €A, y()EB, ¢ €Q, (=1, 2, ...) ¥y o €EQ, so
denomina: ecuasiones candnicas del operador ¢ con condicién inicial qq.

Con ayuda del diagrama de Moore y de las ecuaciones candnicas
se pueden formular tales operadores determinados, que no resultan
ser acotados-determinados. El conjunto de los vértices del orgrafo
I'y que corresponde a un operador determinado asi, coincide con la
serie natural N = {0, 1, 2,

Si @ es un operador acotado-determmado, entonces las funciones
F(z (t), g{t — 1) vy G{x(t), g (t — 1)) (véase el sistema (1)) ¥ los
argumentos de los que dependen estas funciones, toman un ndmero
finito de valores; por eso es posible la formulacién tabulada del a.-d.
operador @ con ayuda de la llamada tabla candnica:

Tabla 7

z () g{t—1) v (1) q(¢)

a i P | 6@
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En lugar de las ecuaciones candnicas (1) resulta comodo conside-
rar tales ecuaciones candnicas, en las que las funciones de salidas y
de transiciones son funciones de la légica k-valente P, (k == 2). Para
la obtencién de la correspondiente representacién del operador ¢
los alfabetos 4, 3 y Q se codifican con vectores, cuyas coordenadas
pertenccen al conjunto Ej (k > 2). Si ¢ es un operador acotado-
determinado y n = llog, |4 |[, m = llogy | B |[, r = llog, | Q |[,
entonces, para la codificacién de las letras de los alfabetos 4, B, y
@ es suficiente con tomar vectores (con coordenadas pertenecientes
a £;), que tengan dimensiones n, m y r, respectivamente!). Entonces
el sistema (1) se transforma en el siguiente:

y1(1}=1’11(1’.'1{£)| ey .’.."n{f}, gl(tui}l sy Q'r(t—“'l))'

Yo ()= P (51 (8), v 2@ @at—=1), ..oy @r(t—1)
Eh(ﬂ"-Gx(?h(ﬂ, ey xn{th QI(‘_1’]I naay Q’r(t—i))u (2)
G (=G (@ (), oy 20, B—A)s ey G =1)),

71 (0)=go1, --r ¢:(0)=0pr.

En adelante, se utiliza también la «escritura vectorial» de los
sistemas andlogos al (2). Con esta escritura el sistema (2) tiene el
giguiente aspecto:

Y™ ()= F™ (2 (1), g (—1)),
Q" (@) =G (™), ¢° (1)) (3)
qt?: (D) — R-‘(;')r.

Las funciones I'; v G; en el sistema (2) son, hablando en general,
parciales, o sea, no determinadas en todas partes. Habitualmente a
ellas las predeterminan de tal wodo, que los segundos miembros
de las ecuaciones en (2) tengan la forma mas simple posible.

La tabla candnica que expresa al a.-d. operador ¢, correspon-
diente al sistema (2), tiene m - n -+ 2r columnas y k™" filas.

Las ccuaciones del sistema (2) so denominan ecuaciones canépicas
en forma escaler, y las del sistema (1), ecuaciones candnicas en forma
vectorial.

Puede considerarse que el sistema (2) determina el operador del
conjunto DF ™.

Sea que el operador determinado ¢ estd dado por el sistema {2),
y que cada una de sus funciones F; v G; son funciones de la logica
k-valente Py (k == 2), siempre determinadas on todas partes. Consi-
deraremos al operador ¢ como si fuese un elemento del conjunto

@3 ™. El esquema Z, del operador ¢ se define del siguiente modeo:
2, representa una red, cuyos polos estéin indicados con los simbolos
de las variables de entrada y de salida, y a algunos vértices que no

1) 8i el operador determinado ¢ no os acotado-determinado, entonces
r= oo.
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son polos, se les inscriben los simbolos de ciertos operadores deter-
minados (del conjunto [J |} ’(Di‘ ), Al esquema del operador ¢ de

sl =

DF' ™ lo expresaremos en forma de rectingulo {fig. 26), con n cana-
les de entrada y m de salida. Los canales de entrada se dibujan en for-
ma de flechas que parten de los polos de entrada, y los canales de
salida se representan como flechas que llegan a los polos de salida.
Los polos se indican en forma de pequefios circulos. Si m = 1, en-
tonces al esquema X, del operador ¢ a veces lo dibujaremos como un
tridngulo (fig. 27) con n polos de entrada y uno de salida.

Consideramos que en cada momento £ =1, 2, . .. en la i-ésima
entrada z; «ingresar el simbolo de entrada z, (¢) € E,, y en la j-6sima

Ty o—=] [—=0 &/t _?
Ly o—= —-u-oyz 20—
iF £ 9 4 ¢
e | [—>olm z
Fig. 26. Fig, 27.
salida y; «wresultas (se realiza) el valor yilty="F; (2, (), ..., 2, (1),
g (E— 1), ..., g, (¢t — 1)). Se dice que la salida y; depende con re-

tardo de la entrada x;, si la funcién 7; (x™ (t), ¢ (¢ — 1)) no de-
pende sustancialmente de la variable z; (2).

1 concepto de dependencia con retardo puede formularse de
otro modo. Consideremos, por ejemplo, el caso de una funcién de-
terminada del tipo @ (X, X,, ..., X))t 4, X 4, X ... X 4, >
— B y definimos la dependencia con retardo con respecto a la va-
riable X,. La funciényqa de'yende con retardo de X;, ¢i para cualesquiera

palabras de entrada z@, 29, , . ., 7% 3% € 4%, j = T, n), la s-ésima
letra de la palabra de salida y® = ¢ (z2, x2, . . ., ) se determina
univocamente con los primeros s simbolos de las palabras z2, . . ., x2

y con los s — 1 primeros simbolos de la palabra .:EE"
Sea la funcién determinada ¢ dada por eli sisteina (2) y 3, el-
esquema de esta funcién. Definimos tres operaciones sobre @ y sobre

1) Operacién Oy, de identificacion de un nimero de dos o mds va-
riables de entrada en la funcién ¢ e identificacion en el esguema 5,
de los polos de entrada correspondientes a estas variables. Los polos
identificados se consideran como un polo de un nuevo esquema. En
la fig. 28 se muestra el esquema I, obtenide de X, mediante la
identificacién de los polos z;, v 2,.

2) "Operacién O,, de extraccion de alguna variable de salidae y; de
la funcién @ (lo que es equivalente a quitar del sistema (2) la ecua-
cidn y; () = F; (™ (2), ¢ (t — 1)) vy de eliminacién del esquema
Zg del canal de salida y del polo, correspondientes a la variable de sa-
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lida y, (véase la fig. 29, en la que se representa el esquema T, obte-
nido de Z, después de haber sido extraidos el canal de salida y el
olo ).
r anslrzammom Si m =1, entonces, al eliminar la variable y, (la
tnica variable de salida), se obtiene un autémata sin salida.
3) Operacién O, de introduccién de la reiroaccién para una va-
riable de entrada y otra de salida. Sea que en calidad de variable

55Ty Iy Ly=Ty Ty Zp
- Aded
IP: @ z:p fb
Yr Ym S Ym
' Fig. 28,

de entrada se toma z; y como variable de salida, y;. La operacién O,
se puede emplear (a la funcién ¢ en el esquema ;) s6lo en el caso
cuando la salida y; depende con retardo de la entrada ;. Las ecua-

Zy Zn Zy Zn
Vess | s |
ZP: ¢ Zp: @
3
y%}'z }m Yz 4m
Fig. 29.

ciones canénicas para la nueva funcién 1 se obtienen mediante la ex-
clusién de la ecuacién y; (1) = F; (2™ (£), ¢ (t — 1)) del siste-
ma (2), y por el reemplazo de la variable z, (z) en cada funcion
Fq (g 55 1) ¥ Gy, por la funcion Fj (zy (8}, - . .y Zyoy (&), Ziga (B), - . -
ses Zp (1), g (t—1), ..., g, (¢t —1)), obtenida de la funcién
Fy (™ (8), g™ (t — 1)) quitando la variable no sustancial z; ().
Las condiciones iniciales no varian. El esquema =, se obtiene del
2, como resultado de la identificacién de la salida y; con la entrada
xy; ademds, los polos identificados se declaran vértices interiores del
esquema Z,. En la fig. 30 se muestra el esquema I, obtenido del
2y mediante la introduccién de la retroacciéon por las variables

Ty 0 I
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OnsERvacioN 1. Si n=1, entonces, al introducir la retroaccién
por la variable z; (y cualquier variable de salida), obtenemos un
auidmata sin enirada.

OBsERrvAcION 2. Empleando las operaciones arriba enumeradas,
es cémodo indicar entre paréntesis (como designaciones de estas ope-
raciones) aquellos canales (polos y variables), con respecto a los

Zy Iy Iy ¥
TR Zz Ty

Iy ¥

Fig. 80.

cuales se emplean las operaciones. Por ejemplo, O, (z,, ),

02 (yﬁ)! Qa (xIOJ y‘.!}'
Definamos otras dos operaciones sobre las funciones determinadas.

4) Operacién Oy, de unidn de dos (o de un mimere mayor) de fun-
ciones. Sean ¢, € D" ™ y ¢, € OF* ™, Supondremos que estas

funciones tienen xi, zj, ..., &, ¥ 2, ¥, . .., 25, en calidad de
&z, o Zn
r"j‘?._._%____‘i'._._._'z"'i
I
[
pi | W ) '
| |
| -

variables de entrada, e ¥, Vi, - - -y ¥my © ¥y Yor « « «» Ym, COMO
variables de salida, respectivamente. Consideramos que todas estas
variables son distintas de par en par. Sean Zg y 2, los esquemas
de las funciones @¢; ¥ @,, respectivamente. Entonces, el esquema Ty
de la funcién ¥, igual a la unién de las funciones @, y @,, tendrd un
aspecto como el mostrado en la fig. 31; ademds, los polos de salida
(de entrada) del esquema Zy son todos polos de salida (de entrada)
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de los esquemas iniciales Zg, v Zg,. El sistema de ecuaciones cané-
nicas (y de las condiciones iniciales) de la funcién 1 se obtiene por
una sencilla unién de los correspondientes sistemas de las funciones
‘@ ¥ @, (con esto, naturalmente, se supone que los conjuntos G y
Q® de todos los estados de las funciones ¢, y ¢, no se intersecan).

5) Operacién S, de superpesicidn. Sean @, € D4, 5 ¥ ¢ € Op .
Se llama superposicién @, (@,) de los operadores ¢, ¥ ¢;, 8 un operador
PED, ¢ tal, que P (z°) = @, (@, (z*)) para cualquier palabra de

entrada 2° de A®. Sean los operadores g; € " ™ (i =1, 2) ¥ que
a ellos les correspondan los esquemas X, v Zq, (consideramos que
las variables de entrada y las de salida y Tos estados de las funciones

= z,  zmA T
T e SR
! o !
[ !
| ¥r !
i i

I
: ) s !
Zy- I coo| YW= Tr YYm To! i
' {
: #2 |
! i
i
L_— Jk—l_——‘—_.—‘_“—. _____ -JL--.--J
(l ‘. i "
L/ Yz

Fig, 32.

P, ¥ P, son iguales a los de la frase anterior). Entonces se puede con-
siderar eotra» superposicién de estos operadores: identificamos, por
ojemplo, el polo de entrada ] del esquema X, con el polo de sali-
da yi4, del esquema g ; el polo z}, con el polo yii,, y asi sucesi-
vamente; por iltimo, el polo 47, _;, con el polo yy,,; obtenemos el
esquema 2y (fig. 32), en el que: a) serdn polos de entrada todos los
polos de entrada del esquema 3, y los polod de entrada del esquema
Zg, que no hayan participado en el proceso de identificacién arriba
indicado; b) son polos de salida todos los polos de salida del esquema
2, ¥ aquellos polos de salida del esquema g, que no fueron identi-
ficados con ninguno de los polos de salida del esquema Zg,. Los
polos identificados se declaran vértices interiores del esquema Z.
El esquema X, se llama superposicién de les esquemas X, y Zg
{para las variables & — Y4y, 5 — Yidgs « « +y Ty + — Yony)e Si el
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operador @, se da por el sistema

yi@)y=Fi(zi(), ..., za, (9, 9'1 =1} ..., gy (t—=1)),

................................

ym, (.‘:)—le ('rl (‘) i ] xﬂ:l_{t) ‘h (t_i)? sy qu {!-—1)),
9 ()=G1(zi(8), ..., xm(t). GE—1) ..., ¢, ¢=1)), (&)

.................................

I () =G (z1 (&), ..., Zoy (¥), ¢1(E—1), g} (E—1)),
441(0)“961, ey 9;1(0)=G6r1.

¥y el operador ¢, por el sistema

yi (‘}= (x; (t)i ey z;\:(t)! q{ {3_1)! B g:n(':_':l))l
Vs ()= Py (25 (0, -, oy (2 41 (E—1), ..., gy (E—1D)),
qi (t}=G; (I; (t}s reay xﬂ-n (t), Q'l (t_i): saey Ury (t_i))- (4.)

.................................

@ry (B =Gry (21 (2), ..., Zh () qi(t—1), ..., grg (£ —1)),
g1 O)=g51, ...y @5y (0)=gbra

entonces, al operador 1, realizado por el esquema 2, le corresponde
el siguiente sistema:

y-‘t (t)__—Fi (zi! (t)t N} a:;h (1), 9'1 {:—1}! ey q;;(t—‘l)}-
yi@=Fifz, (), -+.r 20, ) g1 E—1)s ..., gi(—1)),
y; (t) '=F; (Fl’-{-i. rery Fl’mr z"'Ml'-'l*.t—£+l (I)n B
' z;: (t)v 71 (t—fl), Gra (t—j'))a

y;ﬂz{t}“rmz(pid-il sy F:l'm x:nl—H'-i (“’): e

‘e m;n(t)t ‘:h(t'_i)i ey grs(t—i)}a
{191 =Ci(zi @), ..., za, (), Gi(t—1), ..., gry (t—1)), (5)
q;x{t)=G;|.(zi (“')» ey -'-'-';u(‘)v IZ; (r'_ijl saey 9;(“'—1}):
g, (2) =G1 (Fi+h Wiy F{ﬂp 3;11—1-!-1 (z)l *ee

‘s x;z(t)‘ QI(t_l)| raay qrs(s-_i))v

Qra [t) =G:¢ (Fi-i-h ey F;llll x”mi—H-i (t}v van

o Tag () @ {t—1), ..., gr (t—1)),
Qi (0)=Qaiu LBt ] 9;1, (0)=§far;- G (0)=q51s rey Gy (0):'?:)!'”
doridj-f;: =Fi@ @ ..o (h gt —1) .. g (@={1),] =

1w e ey Mg
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Se denomina elemento de retardo unitario (en el conjunto ®,) e}
operador acotado-determinado ¢,, dado por el sistema

y)y=gq@—1),
{ g(t) == @) (6)
g (0) =0,

Esemero. El operador ¢ do @, es dado con ayuda de un diagrama
de Moors, representado en la fig. 33. La tabla canénica (véase la

a1

A0 g
& .
aJ !
#a)
Fig. 33. Fig. 84.

tabla 8), las ecuaciones canénicas y la condicién inicial para el mis-
mo tienen el siguiente aspecto:

Tabla 8
=z (1) g{t=1) ¥ q()

0 0 1 i

0 1 0 1

1 0 0 i

1 1 0 0
v () =7 ()7 — 1), |
() =Z (Ve (e —1), ™
7(0) = 0.

En la fig. 34 se ha diubjado el esquema que realiza este operador y
se ha construido con el empleo del elemento de retardo unitario y
del operador de @} *, engendrado por la flecha de Pears z | y. Aqui,
el operador engendrado por la flecha de Pears, se realiza con el es-
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guema

Zhy!

y el elemento de retardo unitario, con el esquema
N B

Es sabido, que todo a.-d. operador de ®}' ™ pueae ser realizado
por un esquema sobre un conjunto tal que contenga: 1) esquemas que
realicen el elemento de retardo unitario; 2) los esquemas que reali-
cen los operadores engendrados por las funciones de algiin sistema
completo en P;. En otras palabras, el conjunto de los operadores
acotados-determinados, compuesto por el elemento g, y por los
operadores engendrados por las funciones de algin sistema completo,

en P, genera un sistema completo |J @& ™ con respecto a las ope-
n.m

raciones 0, Oy, Oy, O, v S.

OpservacioN. En adelante, al referirnos a la construccién del
esquema de algan a.-d. operador ¢ sobre algiin conjunto M de opera-
dores acotados-determinados, interpretaremos esto del siguiente
modo: el esquema X ; del operador @ se construye con el sélo empleo
de esquemas de una salida, que realizan los operadores del conjunto M
{ademds, s6lo se permite efectuar las operaciones 0,, O,, 05 O,
y 8, salvo indicaciones adicionales). _

2.1. Construir el diagrama de Moore, la tabla canénica y las
ecuaciones canénicas para la funcién ¢ € &,.

y(2t—=1) =z (2t—1), t=1,
y(2t) =2z (2t) ® y (2t —1), t>=1;

yO=z@=1) @ z(t), t=2

1) @ (2); {

2 9G): |

_ y(3t—2) =z (3t—2), =1,
Ne@Eo): {yGt—1)=z(3t—2), t=1,
' y (3) ==z (3t)-y (3t—1), t=1;

4) @ (z%) =(2/3);
5) @ (z9) = (v (z) /8).
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2.2. Predefinir de algtin modo el operador parcial ¢: {0, 1} —
— {0, 1)”, ademas de tal mancra, que se obtenga un a.-d. operador.
Construir para el nuevo operador el diagrama de Moore, la tabls
candnica y las ecuaciones candmicas.

1) ¢ (10110101®) = [0111]®, @ (0 (1)2) =0 [1]°;
2) ¢ (0%) =10, @(1[0]°) = [10]%;
3) @ (1 (10)9) =[01)®, @((001}®) =1 [10}*;
4 _{y(3t—il=x(3t—1), t>=1,
Ty @)=z (3t—1), 1>1.

2.3. Hallar el peso del a.-d, operador g de @,, dado por las
ecuaciones canonicas.

YO=Z®) -G E—1) V2 (0)a(—1),

1e: | nO=2@n(t—1)Vz@)-g¢—1),_
7:O=2() 0(t—1)V 2(@)-q (—1)-g:(t—~1),
71 (0)=20)=1

yt)=z(t) ® ¢ ¢—1) & ¢ (t—1),

2 o at)=z)~q (t—1),

Pl =(2 ) =0 (t—1) =2 ()¢ ¢—1),
g.(0) =10, (0) =1;

3) ¢ es dado por las ecuaciones canénicas del problema anterior,
pero con cambios de las condiciones iniciales: g, (0);=0, g, (0) = 13

Y (t)=(x () > gz (t—1)) =gy (t—1),
Ju@=at—1)>(z{t)—aq(t—1)),
N =g (t—1)—20),

q {0) =4qz (0) =0.

2.4, Sea que (B} ™, X,, X4y . . ., Xp: Y0, Vo, - .., ¥,) indi-
ca ¢l conjunto de todas las funciones de &} ™, cuyas variables de
entrada son X,;, X,, ..., X, y las de salida, Y, Y,, ..., ¥
Mostrer que en el conjunto (OF™; X;, X¢, - .., Xpno ¥y, ¥y -0
« -y ¥} el ndmero de funciones de peso wno es mayor que (w-k"‘)'”‘n.

2.5. Sea que el operador ¢ do @} ™ estd dado por el sistema (2)
vy las funciones Gy, G,, ..., G, enlazadas por la relacién G, @
@G ®...D G, =0. Mostrar que el peso del operador ¢ no
supera a 271,

4 ¢
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2.6. Realizar el operador ¢ € B3 ™ con un esquema sobre el
conjunto compuesio por un elemento de retardo unitario ¥y por el
operador engendrado por una linea de Sheffer.

¥ (t) =g (t_ 1-)11
1) @: {9 &)y ==z(1),
g()=1;

y(‘)'=-"’(t)V?l(t—i))“*‘%(““i).
B G{)=2z)—>aq(-1),
ety =00—1)Va@e—1),

g (0)=0, g2(0)=1;

8y 30y = | 1011101°, si 70 = 0o,
P {T“, en caso contrario;

4) el operador ¢ es dado por el diagrama de Moore dibujado em
la fig. 35;

V() =2 () > g (t—1),
Yo(t)=g1 (t—1)-qo (¢ —1),
5) 0t { ¢y (1) =3 (1),
22 () =(q t—1) V g, (¢ —1) -z (2),
0 (0y=¢, (0)=0.
2.7. Seglin el esquema del operador ¢ € ®F' ™ construir las

ecuaciones candnicas, tabla canénica y el diagrama de Moore.
1} Véase la fig. 36, a; 2) véase la fig. 36, b; 3) véase la fig. 36, c.

Fig. 35,

2.8. Para la superposicién Y = ¢y () de los operadores o,
v @, de &, construir Jas ecnaciones canénicas, el diagrama de Moore

y el esquema 2. El esquema £, debe ser construido sobre el con-
junto compuesto por el elemento de retardo wnitario y por operadores
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engendrados por la implicacion = —y y la negacién Z
pi () =2, ()-q, (1 —1),
Yg: O =q(—1)—>2z(@),
7 (0)=0,
Yo (£) =223 (2) D ga(t—1)s
Pyt § Ga(B) =7 (5) V g2 (¢ — 1)
7 (0)=1;
2) @y (2%) =(1/83),
el operador @, es dado por el diagrama de Moore, que se muestra

Z(t) =

a)
Fig. 36.
10, 0r1)
0% XDao
inn
Fig. 37.
en la fig. 37;
o y(1)=0,
3) 1 (=2): {y(g)zy(:._'l) @x(t—1), t=2
~ e { y{t)=1,
@y (z%): y(t)=z(t)>z(—1), t=2

~ . [y@)=1,
4) @y (z°): {y(¢)=y(f,—i)f—>z(¢). t=2,

@, (29): (/7).
176



2.9. Construir las ecuaciones canénicas y el diagrama de Moore
del a.-d. operador obtenido del operador ¢ con la introduccién de la
retroaccién por las variables z,, y,.

N =q—1) >z () ),

1) ¢: Yo (t) =3 (8) V (21 (8) > g (t—1)),
g@) =z ) @ q(t—1),

7(0)=0;

n{t)=q@—1)— x;(8) x4 (1),
2)(F: y2(t)=(‘t1 (-")+(-":t—1)) V“'z(t)v
g(t) =z () @ g (t—1),

2.10, Hallar ¢l peso del a.-d. operador, obtenido del a.-d. opera-
dor ¢ con la introduccién de la retroaccion por las variables T3, Ys.
)=z (6) > (22 () =g (¢ —1)),

)=z () =z (1),

DN g (6= 2 (0 (23 (8- 7 (8) > (2. (&)~ ¢ (2 — 1)),
1 7{0)=0;
EROEENOEN () —>q(@t—1),
5 Yty =z () g (t—1),
) g

2(t) =25 (2) V a3(t) \/ ¢ (¢ ~1),
g () =0.

2.11. Sea gue el operador v se obticne del operador ¢ con ayuda
de la operacién O, (identificacién de las variables de entrada).

1) Mostrar un ejemplo de un par de operadores ¢ y P, para el
que se cumpla la desigualdad: el peso del operador ¢ es mayor que
el del 1.

2) :,PES posible que el peso del operador ¢ fuese monor quo el
peso de :?

2.12. Sean, ¢, un a.-d. operador do peso r, y W, un operador de
peso 7', obtenido de @ con la introduccion de la retroaccién por
algin par de variables. ¢Es cierto que siempre

1y rzr, 2)r=r'; 3) r<r?

2.13. Sea que los a.-d. operadores ¢, y ¢, tengan los pesos r
y ry, respeclivamente. ¢A qué es igual el peso del operador 1 obtenido
de ¢; ¥ ¢, con ayuda de la operacién O, (de uni6n)?

-14. Los a.-d. operadores g, ¥ ¢, tienen pesos igual a r, y gy
respectivamente. ¢Puede ser el peso do la superposicién o, (p,)

1) mayor que r,; 4) mayor que ry-ry;
2} mayor que r,; 5) menor que ry;
3} mayor que r, + ry; 6) menor que ry?

2.15. Hallar el peso de la superposicién g, (@), si:

1) los operadores ¢, y @, son dados por los diagramas de Moore
representados en la fig. 38, a, b;
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2) los operadores ¢, v ¢, se expresan mediante los diagramas
de Moore de la fig. 39, @, b;

¥i (@) = a; () =q, (¢ — 1),

3) s {9‘! O =at—1) -z, i=1,2
q: (0) = 0.

El operador ¢ de @4, 5 se llama auténomo {constanfe, operador

sin entrada), si para cualquier palabra de entrada z® € 4© el valor

1)
o) W0

Fig. 39.

del operador ¢ en z9 es igual a una misma palabra (de salida) de B®
2.16. ¢Es auténomo el operador @ € D,?

1) @ (z#): ==,
ly@W=yt—1 dy(—2), t=3;
y{=z(t)—qt—1),

2) @: {

gi)y=z() V ¢(t—1),

g(0)=1;

y{)=z({t)—g(t—1),
N g eO=z@) VgiE—1),

¢ (0)=0;
y(1)=0,
4) ¢ (3): y2t—1)=y(2t—92), 1>>2,
ly(Qt) =icosiz‘wr‘, t=1.

2.17. Sea @ un operador auténomo de peso r {r << co).
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1) Moslrar que la palabra de salida del operador ¢ es casi pe-
riodica.
2) Demostrar que la suma de las longitudes del periodo y del

preperiodo de la palabra de salida del operador ¢, no es mayor que r.
2.18. Sobre el conjunto

S [ wam R S e

construir un esquerna X, tal, que contenga exactamente cuatro
elementos de M y realice algiin operador auténomo ¢ de ®, (véase
la observacién de la pagina 173).

2) ¢Se puede construir (sobre el conjunto M) un esquema Z,
gue realice algiin operador auténomo ¢ de ®, y que contenga menos
de cuatro elementos?

Operacién Os, de ramificacién (de alguna salida de una a.-d.
funcjén). Esta operacién puede ser definida asi. Sean g, un opera-
dor de @' ™, y X, el esquema que lo realiza. Como resultado del
empleo de la operacién Oy en la salida y; de la funcién ¢, se obticne
el operador v, que realiza un esquema X tal, que en lugar de un
canal (y polo) y; aparecen varios canales yi, ..., ¥}¥ (s = 2)
que «irabajan igualy siendo que cada uno de estos canales realiza
Ja misma funcién que y; en el esquema %,

2.19. 1) ;Qué cambios hay que introducir en el sistema de
ecuaciones canénicas y de condiciones iniciales que dan la funcién g,
para obtener un sistema correspondiente a la funcién P, que sea
resultado del empleo de la operacién O; en la salida y; de la funcién @?

2) ¢Se puede, empleando las operaciones 0, — O; y S, construir
sobro el conjunto M (véase el problema 2.18) un esquema X, tal,
que contenga no mds de tres elementos y realice el operador auténo-
mo ¢ de @,? (Véase la observacién de la pigina 173.)

2.20 Sea que el operador ¥ fue obtenido de ¢ € D' ™ como
resultado del empleo de la operacién O en alguna salida del opera-
dor ¢. Mostrar que el operador v se puede realizar sobre el conjunto
{¢} (o sea, utilizando varios ejemplares del operador ) con ayuda
de las operaciones Oy, O, v O. )

2.21. Los operadores ¢, ¥ ¢, de @, tienen un peso igual a 2 y son
dados por las siguientes ecuaciones candnicas:

yi(t) = Fi(z (8), qi (¢ — 1)),
“H (I] = Gf (xi' (t}, i (! . 1)): i = 11 2:
| 20 =0,

ademés, G (z, g) = G, (z, ¢). Es sabido, que si en el diagrama de
Moore del operador ¢, se sustituyen los ceros, atribuidos a los arcos,

B

{2» 179



por unidades, y las unidades por ceros, entonces se obtiene el diagra-
ma de Moore del operador ¢,. Demostrar que si los valores de salida
do los operadores @, y @, coinciden en algtn prefijo de longitud 2
(o sea, @, (0,0.) = ¢, {0,0,) para algunos oy, 0.), entonces estos
operadores son idénticamente iguales. )

2.22. Contar el nimero de todas aquellas a.-d. funciones en D,
quo cumplen las siguientes condiciones: a) la funcién depende de la
variable de ontrada X; h) el peso de la funcién es igual a tres;
¢c) en el diagrama de Moore que da la funcién, el semigrado de paso
(de transicién) de cada vérlice es siempre el mismo e igual al semigra-
do de salida.
_ 2.23. Para cada r 2> 2 mostrar un ejemplo de un operador ¢ de
@, tal, que el peso de la superposicién ¢ (@) sea igual a r. (Se puede
hacer eslo para los operadores no autdnomos?

2.24, Fl peso de la funcién ¢ € @, es igual a r, y el peso de la
superposicién ¢ () es 2r. ¢Es cierto que el peso de la superposicion
@ (¢ (p)) es igual a 3r?

§ 3. CLASES CERRADAS
Y PLENITUD EN LOS CONJUNTOS DE
FUNCIONES DETERMINADAS
Y ACOTADAS-DETERMINADAS

Sea M algin conjunto de d. funciones (o de a.-d. funciones) y @
alguna coleeccidn de operaciones, que no salen de los limites del con-
junto de todas las d. funciones (o de las a.-d. funciones). En otras
palabras, si 6 € @, entonees, empleando ¢ en d. funciones (o a.-d.
funciones) arbitrorias (o admisibles), obtenemos nuevamente d.
funciones (o a.-d. funciones). Se llama clausura o cierre 1M1 del

conjunto M con respecto a la coleccion de operaciones ©, el conjunto
de todas las d. funciones (o a.-d. funciones) que pueden ser obtenidas
de las funciones del conjunto M con ayuda de las operaciones de (2,
ademés, estas operaciones pueden ser efoctuadas cualquier nimero
finito de veces. Habitualmente se considera que [Mig = M. En

adelante casi siempre supondremos que esta inclusién se cumple (de
lo conlrario, se hardn salvedades especiales). La operacién de obten-
cién del conjunto (M) de M se llama operacién de clausura o de

cierre. Ll conjunto M se denomina (funcionalmente) clase de clausura
o de cierre con respecto a la coleceion de operaciones ©, si [Mlyg = M.

Sea M cerrado con respecto a la colecciéon de operaciones © de las
clases de d. funciones (o a.-d. funciones). El subeconjunto & de M
se llama (funcienalmente) sistema completo en M con respecto a la
coleccién de operaciones ©, si | & lo = M. El conjunto & de las d.

(0.a.-d.) funciones se denomina sistema irreducible con respecto a la
coleccidn de las operaciones O, si [y < [#] para cualquier sub-
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conjunto propio &’ de & (jla infclusién es rigurosal). Se llama base
de la clase cerrada M con respecto a la coleccién de operaciones O,
a todo sistema completlo e irreducible de M. El conjunto M’, con-
tenido en la clase cerrada M, se denomina clase precompleia en M,
gi éste no es sistema completo en M pero para toda funcién ¢ €
€ M~ M’ se cumple la igualdad [M' | {¢}e = M.

OpsEnrvacioN 1. En adelante, cuando estd claro con respecto
a qué coleccién (@ se considera la clausura, los sistemas completos,
las bases, etc., la expresién «con respecto a la coleccién de las opera-
ciones C» so omitird.

OrseErvacioN 2. Habitualmente en calidad de © tomaremos
el conjunto {0, O;, Oy, O,, S}, compuesto de las operaciones
descritas en el § 2 de este capitulo,

Como se indicé en el § 2, el conjunto de las a.-d. funciones que
contiene el elemento de retardo unitario ¢, y los operadores en-
gendrados por las funciones de algiin sistema completo en Py (k =2).

oo

genera un sistema completo en el conjunto Uu U0 @™ con
Rl M=

respecto a las operaciones Oy, Oy, Oy, O, ¥ S (0 sea, en el conjunte

de todas las a.-d. funciones k-valentes).

Resulta que en el conjunto Uu Ua @F ™ (k == 2) existen

n= M=
bases con respecto a {0, O, Oy O, 8}, compuestas por una
funcién. Ejemplo do una base asi resulta el conjunto {@,(X;, X4 X5,
73 (X))}, donde @, es cl elemento de retardo unitario de @y, ¥ p
es un operador de @i ! engendrado por la funcién méx (z;-z, +
4+ 25 (1 — &), #y) + 1 (la suma, la sustraccién y el producto, por
mébdulo k). .

En todo este pérrafo emplearemos el simbolo @, (respectiva-
mente, @) para la designacion del conjunto de todos los k-valores
de las a.-d. funciones (correspondientemente, d. funciones), incluidas
las funciones sin entradas o sin salidas, o las sin entradas y sin
salidas, o sea,

bw=U U (s o= U o).

n=0 m=0 n=0 m=0

3.1. ;Resulta el conjunto A una clase cerrada con respecto a la
coleccidon de operaciones €?

1) M se compone de todas las a.-d. funciones k-valentes gue no
tienen salida, y también de tales funciones ¢, que pertenecen a
o0 o0 -~ s
U U ®F™ que «eonservan 0%, o sea,
nwml =i

@(0%, ..., 09=(05, ..., 0%); O=(0s 05 S}

T ovices m Veces
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2) M ostd compuesto de todas aquellas a.-d. funciones k-valentes,
L4 -
que pertenccen al conjunto () Ph™ vy tienen un peso miltiplo
m=0

de k; © ={58}.
3) M se compone de todas las d. funciones k-valentes, que perte-

0o oo

necen al conjunte () | PP ™ ¥ que tienen peso par o infinito;
nml =i

O = {01, 04, O, Og).
i ]
HM =] U @"\™; 0=(0, S).
n=0 m=0

3.2. 1) Sea @, un elemento de retardo unitario del conjunto @,
¥ O={0;, 05, S}. Demostrar que la clase [l contiene solamente
funciones idénticamente iguales a 0 (o sea, operadores que en cada

una de sus salidas ¢brindan» la palabra 0), funciones sin entradas
y salidas y funciones que tienen peso par.

2) Formular un cjemple de funcién de @, que tenga peso par
y no pertenezca a la clase (@3], descrita en el problema 3.2, 1).

3.3. Sean, @, (X,, X,), un operador de @, engendrado por el
trazo de Sheffer z; | ,, ¥ s, un elemento de retardo unitario de 0,,
Demostrar que el oporador ¢ (z9) = (1/3) de @, no pertonece a la
clase [qq, @5l si © ={S}.

3.4. En la entrada del a.-d. operador ¢ € @, se introduce la
palabra periédica z® de periodo 3. Hallar el periodo méximo de la

palabra de salida (el méximo se toma con respecto a todas las pa-
labras periédicas de entrada de periodo 3).

¥O=EO @ at—1))a@—1),
a)=2() G E—1) g (t—1) V(@) g (t—1),
@ (t) =2 ()5 (t—1)-0: ¢ —1) V Z () - g5 (t—1),
01 (0) =2, (0)=0;
y@=z@)qnt—1),
9 | O=20)- @tV aE—1),
92 (t) =q (3— 1)1
7:(0)=¢q2(0)=0.
3.5, Sea ¢ una a.-d. funcién de peso r, perteneciente al conjun-
to (T)A. 8- _
1) Mostrar que gi la palabra de entrada z® es casi periddica con

periodo 7', entonces la palabra de salida ¢ (%) también es casi
periddica y su periodo no es superior al niimevo r-7.

1) :
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2) Evaluar desde arriba la longitud del perfodo de la palabra de
salida ¢ (z%), si se sabe que la longitud del preperiodo de la palabea
z9 es igual a p.

3.6. Sean las funciones g, gy ¥ ¢ las mismas que las del proble-
ma 3.3, (Existe algin s == 1 que satisfaga la condicién ¢ (@i (X)) €
€ liga. Pal, donde © = {S}? (Aqui @§ (X) = @5 (pa (- . - @5 (X)-..))
es una superposicién de s «ejemplaresr de las funciones @;.)

Si f (" € P4, entonces, mediante PGy (X, ..., X,) designa-
remos al a.-d. operador (de Dy l), engendrado por la funcidn f (E").

3.7. (Son completos en M, con respecto a la coleccion de las
operaciones {0y, Oy, Oy, 04, S} los siguientes sistemas de a.-d.
funciones?

1}{[Pmﬂ: (xl.tg}(xh XS): ‘PS(X)}\ k22;

2] {q’xpx, (X1 Xz}- Py~ xg (X1, X9, Py = xg (%(X)v Xz)s

=y (X)) P=p_p (X)), k=3 (aqui ¢=; (X) es un a.-d. operador,
engendrado por una funcién de Py, idénticamente igual a j);

3) {Px~ra (X)y €5 (@5 (XD Pxey (95 (X), X))

3.8. Del sistema & completo en @y, con respecto a la coleceion
de operaciones {0,, 0., 0,, O,, S}, separar aunque sea una base.

1) P ={gs (X), 9=0(X), 0=1(X), Pry-xo (X1 X2),
Py @ xp @ v (X100 Xoy X)), £=12
2) P ={0:(X), 9=0(X), 9zt (X)s Pioty (X),
Prytxa [Xh Xz)}v k=3
3) & ={p=0 (X)’ Peye vy (Do (X), Xg), ‘Pxn(x)‘
Prain (€1, xg)(xzn X)) k=3,

3.9*, ;Existe en @, una base con respecto a la coleccion de
operaciones {0y, O,, Oy, Oy S}, que contenga cinco funciones?

3.10*. Demostrar que en @y, cualquier clase cerrada, distinta
de todo el conjunto ®@,, se amplia hasta una clase precompleta').

3.11*. Empleando los problemas 3.8, 1) y 3.10, mostrar que
en @, existen no menos de 4 clases precompletas,

3.12. Sea g4 € @,. Enumerar todas las clases precompletas en
[@a)i0,, 05, 5y cOn respecto a la coleccién de operaciones {Os, S}.

.13. Sea ¢. = ¢, (X) un a.-d. operador de @y, engendrado
por la funcién x. Demostrar que cualquiera que sea la clase cerrada’)
M de D, siempre se cumple la igualdad [M U {@.}) = M U {@x}
(agui, como es habitual, junto con la funcién se toman todas las
funciones iguales y congruentes a la misma).

1} Las condiciones de cerrada y precompleta se toman con respecto a la
coleccion de operaciones {0y, O, Oy, Py, S
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3.14. (Existe una funcién que pertenezca a cada clase precomple-
ta (D(;n? "
3.15. ;Se puede representar el conjunto @, en forma de la unién

&
U M, (s = 2) que interseca de par en par a las clascs cerradas’)
=1

en @M,,? R

3.16*. Demostrar que en @, la potencia del conjunto de todas
las clases cerradas es continua.

3.17. iCuél es la potencia del conjunto de todas las clases cerra-
das!) en M@, que tienen sistemas completos finitos?

3.18%, Demostrar que en @, la potencia del conjunto de todas
las clases cerradas') es igual a 2° (potencia de hipercontinuidad).

3.19%. Hallar 1a potencia del conjunto de todas las clases cerra-
das') en My, que tienen bases finitas.

3.20. Refutar las siguientes afirmaciones:

1) e] conjunto Oy, genera una clase precompleta on M ,;

2) en el conjunto @, existe una funcién que forma, junto con
el conjunto My, un sistema completo en @y,

3.21. Sea M,y un conjunto compuesto por todas las d. funciones
k-valentes que no tienen salidas, y también por todas aquellas fun-

oo L4
ciones ¢, pertonecientes a U0 U‘ @™, que toma el valor 0
wi=0 m=

para £ =1, o sea, g (}‘,", S 5y E‘,’;’) = (g9 ..., 42, ¢ y; (1) =0,
para j =1, m.

1} ¢Es M, una clase precompleta en @y,?

2) ¢Forma la interseccion M, () @y, la clase precompleta P ,,,?

i oo
3.22. 1) ;Es clase precompleta en @, el conjunto LL UO X
=0 m=

x OF™?

i o
2) iForma una clase precompleta en M5, el conjunto | ] | ] x
n=0 m=0

X F™?

*) Las condiciones de cerrada ¥ precompleta se toman con respecto a la
coleccién de operaciones {0, 0,, O3, 04, S}
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Capitulo
ViI
ELEMENTOS

DE LA TEORIA
DE LOS ALGORITMOS

§ 1. MAQUINAS DE TURING
Y OPERACIONES A LAS QUE SE SOMETEN,
FUNCIONES CALCULABLES
EN LAS MAQUINAS DE TURING

Una mdquina de Turing representa en sf un aparato (abstracto}
que estd compuesto de cinfa, de la unidad de mando y del cabezal de
lectura.

La cinta estd dividida en eélufas. En cualquier célula en cada
momento (discreto) hay exactamente un sfmbolo del alfabeto exterior
A = {ay, ¢y, ..., Gy}, n=2. A cierto simbolo del alfabeto A4
se le denomina pacfo y cualquier célula quo contenga en el momento.
dado el simbolo vacio se la llama célula vacia (en este momento).
En calidad de simbolo vacio corrientemente se emplea el 0 (cero).
Se supone que la cinta es ilimitada potencialmente en los dos sen-
tidos').

La unidad de mando en cada momento se encuentra cn cierto
estado gq; perteneciente al conjunto Q = {go, ¢4 . . ., G-y}, r>=1.
El conjunto Q se denomina alfabeto interior (o conjunto de los estados
inieriores). A veces se separan de  los subconjuntos no intersecciona-
dos @, v @, de los estados iniciales y conclusivos respectivamente.

OpservacioN. En adelante, si no se menciona lo contrario,
consideraremos que | Q@ | > 2 vy en calidad de inicial tomaremos
s6lo el estado g¢;. Como regla general el estado g, serd conclusivo.

El cabezal lector (o impresor) se traslada a lo largo de la cinta
y en cada momento él observa exactamente una célula de la cinta.
Este cabezal puede leer el contenido de la célula observada v anotar
en ella (imprimir en ella) en lugar del simbolo observado cierto simbo-
lo nuevo del alfabeto exterior. El simbolo «wenviado» a la célula
puede, en particular, coincidir con el que se estaba observando (en
el momento dado).

1) Esto se debe entender de la manera siguiente: en cada momento la cinta

se considera finita {contiene un nimero finito de células}, pero las edimensionesr
de la cinta (su ndimero de células) se puede aumentar (si es necesario).
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En el proceso de funcionamiento la unidad de mando, en depen-
dencia del estado en gue se encuentra y del simbolo que observa el
cabezal, cambia su estado interior (puede quedarse en el estado ante-
rior), da al cabezal la orden d¢ imprimir en la célula observada un
simbolo determinado del alfabeto exterior y «ordena» al cabezal
quedarse en el mismo lugar, trasladarse a una célula maés a la iz-
quierda, o bien trasladarse a una célula mas a la derecha.

El trabajo de la unidad de mando se caractcriza por las tres
funciones siguientes;

G: QX A—~0Q,
F: QX A—A,
P:QxA—{S, L R}

La funcién G se llama funcién de los traspasos o de los traslados;
la funcién F, funcién de las salidas, y la D, funcién del movimiento
(del cabezal). Los simbolos S, L y R significan respoctivamente que
ol cabezal no se mueve en ninguna direccion, el traslado del cabezal
a la célula vecina de la izquierda, el traslado del cabezal a la célula
vecina de la derecha.

Las funciones @, F y D se pueden presentar con una lista de grupos
de cinco palabras del tipo siguiente:

q:2,G (9:2)) F (gia;) D (g:a5) (1)
o abreviadamentie, g;a;q;;¢:;d;;. Estos grupos de cinco se llaman
instruceiones. Las funciones G, F y D son, hablando en general,
parciales (no estdn determinadas en todas partes). Esto quiere decir
que no para cualquicr par (g;, a;) estd definido el respectivo grupo
de cinco del tipo (1). La lista de todos los grupos de cinco que deter-
mina el trabajo de la méquina de Turing se llama programa de esta
méquina. Con frecuencia se presenta el programa de la maquina en
forma de tabla (véase la tabla 9).

Tabla 9
' Qo «vr Qi +or Gret
ag
aj oo | @eggigdeg | e
Gn.y

Si en el programa de la miquina para el par (g5, a;) no hay grupo
de einco del tipo (1), entoncos en la tabla en el cruce de la fila ay
¥ la columna ¢, se pone una raya.
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Suele ser cémodo deseribir el funcionamiento de la mAquina de
Turing en «el lenguaje de las configuracioness.

Supongamos que en el momento ¢ la célula no vaeia €, de la
cinta, la que estd més a la izquierda, contiene el simbolo a;, y la
célula no vaeia C, (s = 2), que estA mds a la derecha, contienc el
simbolo a;, (entre las células C; y C, hay s — 2 células). En este
caso diremos que en el momento t en la cinta estd escrita la palabra
P =a; a;...0a5,...4a;, donde a;, es el simbolo que se contiene
en el momento ¢ en la célula C, (1 <p<s). Cons = 1, o sea cuando
en la cinta hay un solo simbolo no ‘'vacio, P = a,,. Supongamos que
en este momento la unidad de mando se encuentra en el estado g;
v el cabezal observa el simbolo ay de la palabra P (I >=2). Entonces
la palabra

Bjy v v s “J;_I‘Iiail < e B, @
se llama configuracién de la mdquina (en ol momento dado ¢). Con
I =1 la configuracién tiene la forma ga;, ... ay;. Si en el mo-

mento { el cabezal observa una célula vacia que se encuentra a la
izquierda (o a la derecha) do la palabra P, y entre esta célula y la
primera (respectivamente la ltima) célula de la palabra P hay
v == 0 células vacias, entonces se llama configuracién de la mdquina
en el momento t la palabra

gh ... Agy ... gy €
e !
v4+1 veces
(respectivamente la palabra a; . ..a; A... Ag A, donde con A
R

v veces
se designa el simbolo vacio del alfabeto A. Si en el momento ¢ la
cinta esta vacia, o sea que en ella esta escrita una palabra vacia
compuesta solamente de simbolos wvacios del alfabeto exterior,
entonces la configuracién de la mdguine en el momento f serd la
palabra ¢; A.

Supongamos que en ¢l momento 2 la configuracién de la maquina
tiene la forma (2) ¥ en el programa de la mdquina se contiene la
instrueeidén

9i@3 Q15,0585

entonces con d;;, = L en el momento siguiente la configuracién de la
maquina serd la palabra:

a) g1, A@ij @5y .. @5 s1 I=1;

b) Fij2@j 1 B150@ja <+« Rjg si [=2;

€)@y - BH 1301\ Ci ey - G SL U2,

Los casos cuando dj;, = R o dy; = §, o la configuracién de la

magquina corresponde al cabezal que se encuentra fuera de la palabra

187



P (como en la palabra (3)), o la palabra P es vacia, se describen en
forma andloga.

5i en el programa de¢ la miquina no hay grupo de cineo del tipo
(1) para el par (g;, aj) o el «nuevor estado gi;, es conclusive, enlonces

la miquina termina su trabajo y la configuracién que resulta so lla-
ma conclusiva. La configuracién gue corresponde al comienzo del
trabajo de la médquina se llama inicial.

Supongamos que en cierto momento la configuracién de la maqui-
na era K y en el momento siguiente se hizo K'. Entonces la configu-
racién K’ se llama inmediatamente deducida de K (la designacidn
es K = K'). B3i K, es la configuracién inicial, pues la sucesién
K, Ky ..., K, donde K; = K;4; con 1<i{m — 1 se llama
eémputo de Turing. Aqui se dice que la configuracion K,, es deducible
de la configuracién K, y se anota K, | K. Si K,, al mismo tiempo
es una configuracién conclusiva, entonces se dice que K, es conclu-
sivamente deducible de K, y se emplea la anotacién: K, |— K.

Supongamos que la miquina de Turing 7' comienza a trabajar
en cierto momento inicial. La palabra que estd escrita en este mo-
mento en la cinta se llawma inicial u origiral. Para que la maquina T
comience realmente a {rabajar es necesario colocar el cabezal lector
sobre alguna célula de la cinta e indicar en qué estado se encuentra
la miquina T en el momento inicial.

Si P, es la palabra inicial, entonces la mdquina 7, comenzando
a trabajar ¢en la palabra» P, se para después de cierto nimero do
pasos, 0 no se para nunca. En el primer caso se dice que la miquina
T es aplicable a la palabra P, y el resultado de la aplicacidn de la
mdquina T' a la palabra P, es la palabra P que corresponde a la con-
figuracién conclusiva (la designacién es P = 1' (P,). En el segundo
caso se dice que la maquina T ne es aplicable a la palabra P,.

A continuacién supondremos, si no se menciona lo contrario, que:
1) la palabra inicial no es vacia; 2) en el momento inicial el cabezal
se encuentra sobre la célula no vacia que estd mdas a la izquierda en
la cinta; 3) la méquina comienza a funcionar encontrandose en el
estado g,.

Zona de trabajo de la méquina I' (en la palabra Py) se llama al
conjunto de todas lag células que se observan aunque sea una vez
durante el tiempo de trabajo de la méaquina.

La designacion [P]™ se empleard con frecuencia para las palabras
del tipo PP . .. P (m veces); si P = a, la palabra es de longitud 1,
entonces en lugar de ae...a (m veces) y [a]™ ecribiremos «™.

Con W designaremos una palabra arbitraria finita en el alfabeto
exlerior de la miquina de Turing (en particular una palabra vacie,
o sea compuesta de simbolos vacios del alfabeto exterior).

Al describir el trabajo de la miquina de Turing «en el lenguaje
de las configuraciones» se empleardn expresiones analogas a la
siguiente:

gATLYOW |— 1%0g, W,
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a2=1 e y—=1. La expresién citada se debe comprender asi: la
maquina ¢borray la palabra 1¥ y se para en la primera lotra de la
palabra W; si W es una palabra vacia, entonces «la parada»s tiene
dugar en el segundo O (cero} después de la palabra 1%,

Las méquinas de Turing 7, y T, se llaman equivalentes (en el
alfabeto 4) si para cualquier palabra de entrada P (en el alfabeto A4)
se cumple la relacién 7'y (P) =~ T, (P) que significa lo siguiente:
Ty (Py y T, (P) estén definidas o no estdn definidas simultdneamen-
tel), y si ellas estdn definidas, entonces 7, (P} = T, (P). El simbo-
lo =~ se llama signo de igualdad condicional,

Supongamos que las méaquinas 7, y 7, tienen respectivamente
los programas 3, y *B,. Aceptemos que los alfabetos inleriores de
estas mdquinas no se intersccan; que g, es cierlo estado conclusivo
de la maquina 7, ¥ q, algin estado inicial de la maquina 7,. En el
programa 3, sustituiremos en todas los lugares el estado g¢; por el
ostado ¢, ¥y uniremos el programa obtenido con ¢l programa B,.
El nuevo programa B define la maquina T, llamada composicion
de las mdquinas Ty y T, (por el par de estados (q;, g,)) y designada por
77O T, 0 1Ty (con mis detalle: 7' = 7' (T, Ty, (gq;, g.))). El
alfabeto extertor de la composicién 737, es la unién de los alfabetos
oxtoriores de las méaquinas T; vy T.,.

Sea ¢’ cierto estado conclusive de la maquina 7 y ¢" cierto estado
de la miquina 7 que no es conclusivo. En el programa 3B de la
maguina 7 sustituiremos en todos los lugares el simbolo ¢’ por el
simbolo ¢". Se obtendrd el programa B’ que define la maquina
T (¢'y ¢"). La miquina 7' se llama iteracién de la mdquina ¥ {por
el par de estados (q', ¢"))-

Sean ¥,, ¥, y I5; los programas que ropresentan las maquinas
de Turing 7y, 7, y T', respectivamente. Suponemos que los alfabetos
interiores de estas tres méquinas no se intersecan de par en par.
Sean g; y g; algunos estades conclusivos diferentes entre si de la
maquina 7. En el programa B, sustituimos en todos los lugares el
estado g; por cierlo estado inicial g; de 1a maquina 7, y el estado g}
por cierto estado inicial g; de fa maquina ¥',. Después uniremos este
nuevo programa con los programas 3}, y 33;. Obtendremos el pro-
grama 33 con el que se da la miquina de Twring T' = T (T, (g, 92),
Ty (47, q2), T5). Esta maquina se llama ramificacién de las mdaquinas
¥ M f'._, controlada por la mdquina T}.

Al representar méquinas de Turing complejas con frecuencia se
emploa la llamada anotacidn del algoritmo en operadores. Esta escritu-
ra se presenta con lineas compuestas de simbolos de miquinas, simbo-
los de traspaso (del tipo |¢" ¥ 'd)) y también de los simbolos e ¥ w

ko k

qne sirven para designar el comienzo y el final del funcionamiento
del algoritmo respectivamente. IEn la anotacién {do cierto algoritmo)

1) 7 (P) estd definida (no estd definida) si la maquina 7 es aplicable (no os
aplicable) a la palabra P
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en operadores la expresion T'; [960Ti: - Try Q,ELI T, significa la
k k

ramificacién de las mdquinas Ty y 7T,, controlada por la miquina
7, con la particularidad de gue el estado de conclusién g;, de la
maquina 7'; se sustituye por el estado inicial ¢,; de la miquina T,
y cualquier otro estado conclusivo de la miquina 7'; se sustituye por
el estado inicial de la mdquina T; (jcon lo mismol). Si la maiquina
7; tiene un estado conclusivo, entonces los simbolos Iﬂﬂ ¥ |
sirven para designar un traspaso incondicional. Alli donde no pueden
surgir confusiones los simbolos gy ¥ gn1 se omiten.
Esempro. El esquema de operadores

Tl I'E’iﬂ Ty li%s T
T 1

describe el siguiente «procese de cdlculor. Comienza su funciona-
miento la maquina T,. Si ella acaba su trabajo en el estado g,
entonces comienza a trabajar la miquina ', v al acabar el trabajo
la maquina 7'; de nuevo ¢cumple el trabajo» de la miquina T,.
Pero si la maquina T, se para en cierto estado conclusivo diferente
de g9, cntonces «continda el trabajo» la miquina 7,. 8i T, llega al
estado conclusivo ggp, entonces comienza el trabajo la miquina 77;
pero si I, acaba su trabajo en cierto estado conclusivo diferente de
{39, entonces «continiia el trabajo» la maquina 7. Si la maquina T,
alguna vez se para, entonces en esto termina el proceso de cdleculo.

Sea o = (@, @y, ..., o), n>=1 una coleccién arbitraria de
nimeros enleros no negativos. La palabra {uriggaattyg  ggont
se llama cddigo de mdquina bdsico (o sencillamente cddiga) de la
coleccidn o (ert el alfabeto {0, 1}) y se designa % (@). En particular,
la palabra 1% es el codigo de maquina basico del nimero o.

En adelante se examinaran fundamentalmente sélo las funciones
numéricas parciales. La funcién f (z;, z,, ..., 2;) n =1 se llama
funcidn numérica parcial si las variables z; toman el valor de la serie
natural N ={0,1, 2, ..., m, ...} y en el caso cuando en la
colecciéon a = (gty, @y, . .., &,) la funcién f estd determinada,
/@) €N. .

Una funcién numérica parcial se llama caleulable (con métodos
de Turing) si existe una mdquina de Turing 7; que tiene las pro-
piedades siguientes:

a) si _f(a) estd determinada, entonces T, (k (=) = k (f (@);

b) si f (a.) no estd determinada, entonces o hien 7'y (k (nr.)) no es
codigo de nmgun numero de NV, o b:en la miquina 7y no es aplicable
a la palabra k& ().

OBsERvVACION, A continuacién supondremos que en el momento
inicial el cabezal de la méquina observa la unidad que estd mas
a la izquierda de la palabra % (&). Se sabe que esta limitacién no
reduce la clase de funciones calculables.
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Si la funcién f es calculable con los métodos de Turing con la
ayuda de la mdquina 7', entonces dircmos que la mdquina T calcula
la funcién |.

1.1. Aclarar si es aplicable la miquina de Turing 7, presentada
con el programa ‘B, a la palabra P. Si es aplicablo, entonces hallar
el resultado del empleo de la miquina 7 a la palabra P. Se supone
que g, es el estado inicial, quo ¢, es el estado conclusive y que en el
momento inicial el cabezal de la méquina observa la unidad gque
estd més a la izquierda en la cinta.

¢104,0R

alg iR

.1 a:0g0R

1)%: a1l 1L a) P = 130212,
¢40q,08 b) P=13013,
gslg AR ¢) P=10[01]21.

@01 R

11¢:0R

2} %: gaOgaiL a} P=1401,
@1g:18 b)) P=1%012,
gelg AR ) P=1%

¢107,1 R

q11¢.0R

3)3B: | 92091 R a) P=1012,
qz1g:1L b) P =12021,
qi0q,1L ¢) P=[10]21.

1.2. Construir en el alfabeto {0, 1} una maquina de Turing que
tonga la propiedad siguionte (en calidad de simbolo vacio se to-
ma el 0);

1) la méaquina es aplicable a cualquier palabra no vacia en el
alfabeto {0, 1};

2) ]Ja méquina no es aplicable a ninguna palabra en cl alfabeto
{0, 1} vy la zona de trabajo en cada palabra es infinita;

3) la méquina no es aplicable a ninguna palabra en el alfabeto
{0, 1} v la zona de trabajo en cualguier palabra esta limitada por
un mismo namero de células que no depende de la palabra elegida;

4) la mdaquina es aplicable a las palabras del tipo 1*" (n = 1)
¥ no es aplicable a ninguna de las palabras del tipo 1°"*%, donde
a=1, 2y nz=1;

5) la méaquina es aplicable a las palabras del tipo 1*01%, donde
a>1 y no es aplicable a las palabras 17018 si az=pla=1y
B = 1).
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1.3. A base de la maquina .de Turing 7 dada y de la configura-
¢ién inicial K, hallar la configuracién conclusiva (g, es el estado
conclusivo).

141 T2
1Hr:] o gl 70R
1 7.0R gL

a) Ky, = 12,1201, b) K, = 1g,1%,

N '] s
yT:| O 208 qo1L @il
4 gz18 g40R §,0R

a) K; = 1¢1%, b) K, = ¢1°01, c¢) K, = 10g1%.
1.4. Construir en el alfabeto {0, 1} una miquina de Turing que
traspasa la configuracién K, a la configuracién K.

1) Ky =g1*, Ky=g,A"01" (n=1);

2) Ky=q,0™M", Kp=4q,[01]" (n2>1);

3) Ky=1"q,0, Ko=gq,1%" (n=>1);

4) Ky =17¢,01™, Ky=1"g,01". (mZ=1, n=1).

1.5. 1) Mostrar que para toda méguina de Turing existe una
miguina equivalente a ella cuyo programa no contiene el simbolo S.

2) Mostrar que a baso de cualquier maquina de Turing 7 se
puede construir una miquina equivalente a ella en el programa de
la cual no se contengan estados de conclusién.

1.6. El programa de una méquina de Turing tiene la forma

d 1 o 73 4
0 oY @R 2L | 43R
1 gyl qgl R gaiR gyl
2 72l J 7:0R ;2R _
3 — | 730 ‘ 4,0R a43L

(el simbolo vacio es 0, el estado inicial es gq).

1} Mostrar que comenzando el funcionamiento desde una cinta
vacia la méquina T con £ (n) pasos construird una palabra del tipo
P, = 11010 10% . . . 10™ (n es un nGmero entero positivo arbitra-
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rio}, con la particularidad de que el cabezal de la mdquina en cual-
quier momento ¢ 2> ¢ (r) (para n == 3) se.encontrard a la derecha
de la palabra P, _,.

2) Construir una méquina que tenga las mismas propiedades
y gue tenga el conjunto {0, 1} en calidad de alfabeto exterior.

3) Demostrar que si en el programa de la miquina de Turing
no se encuentra el simbolo L (pero, naturalmente, pueden encontrarse
los simholos S ¥y R}, entonces esta miguina comenzando su funciona-
miento desde una cinta vacia no puede construir vn prefijo de ilimi-
tada 10ngil,ud de la palabra 11040%10% . .. 0™MO"%q | | .

1.7. Mostrar que para cualquier miquina de Turing 7' (en el
allabeto A) existe una cantidad numerable de maquinas equivalentes

aella 7', 7y, ..., I, ... (en el alfabeto A) que se diferencian
una de otra por sus progmmdﬂ
.8. Sea 4 ={a,, a4, ..., a4y_4} cicrto alfabeto que contiene

no menos de dos letras. Codificaremos sus letras de la manera siguien-
te: el codigo del simbolo a; es la palabra 10'*'4 cn el alfabeto {0, 1}.
En concordancia con esta codificacién el codigo de la palabra arbi-
traria P = a;,, @;, . . . a;, (s7=1) en el alfabeto A tendrd la forma
104 +1110%#4 |, . . 10%*1, Demostrar que cualquiera que sea la
maguina de 'l urmg T con el alfabeto exterior A, existe una maquina
de Turing 7', con el alfabeto exterior {0, 1} que satisface la condicidn:
con cualquier palabra P (en el alfabeto 4) la miquina 7', es aplicable
al ecddigo de esta palabra si, y sélo si, la mdquina 7' es aplicable
a la palabra P, con la particularidad de gue si T (P) estd definido,
entonces el codigo de la palabra T (P) ceincide con la palabra que
es resultado de la aplicacion de la mdquina 7'y al cédigo de la pa-
labra P.

1.9. Construir una composicién 7,7, de las méquinas de Turing
Ty v T, (por el par de estados (¢4, ¢o1)) ¥ hallar el resultade de la
aplicacién de la composicion 7,7, a la palabra P (g, es el cstado
conclusivo de la maquina 7,)

Y1 12 421 { Teg
DT 0 41208 | qrold b 0 | gedll gl R
t| @l | 4uOR | an0L | qats

a) P=130%2, b) P=1%01,

it | q1a s dmy faa
2Ty 0 q100L | 91508 | 41,0R Ty 0 qapdl | Gao0R
1 iR | gl R | g0R 1 gegll . q5,0L

a) P=140%301%, b) P=1201013,
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f11 Jra | Ui fn | Qg3 J UL ]

T O 90208 [gi0R | gl Ty 0 | gag0L | 0220L | go0R

t guiR|quiR| — 1 gnll | qeoll | gyl

a) P=1204%0M2, h) P=1201%0%12.

1.10. Hallar el resultado de la aplicacion de la iteracion de
méaquinas T (por el par de estados {g,, g)) a Ja palabra P (los estados
conclusivos son ¢q ¥ g;).

[0 fia [ 4 s i

1) i=1,7: |0 | 208 [g08 | gs0S | g4t | g3t L

1 ! aOR | g0R thR‘ - —

) P=19k, by P=43k", ) P=13R%2, k1.

T s | UE] Ga U 4a
2)i=14,7: |0| q0R 940R g IR g1l g 490R

11 ¢,0R §0R 1R | gslR sl a41L

a) P=13%, D) p=1A*tl, gz,

41 T 3 | LY a5 ifa
0 qo0L — g OR gs1L qa0L Proi
3)i=3, T: :
1! g2 | qirn | — 4R | gl | gL
Al e as1R - ] B do1R

P=15010 (z =1, y = 1).

1.11. Hallar el resultado de la aplicacién de la miquina 7' =

= T (T (q14r 921)s T2 (a7 dn)s Ts) a palabra P (g,, es el estado
conclusivo de la miquina Ty ¥ g4, €l de la méquina 7).

L581 Tz U£3] a1 a2

1Y Ty 10 1qua0R | 4,08 Ta: 0 | gl s 0 |agdL | galL

1 alR| 1L 1 |gu0R 1 |gull| —

2) P=1012, b) P=1304.
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Tg!

1 d12 13
2y, © G120R q10L | q3,0R
1 qulll | qilR | qslR
g1 Taz 4m 3z
0 | quallL | go(0R Ty: 0 | G550 | ¢5018
1 | aglL | guall 1 | gulR | g51R

a) P=1%0% (z = 1),
b) P=1201010012 (z =1, y=1, 222 1).

t.12. Empleando las mdquinas T,, T,, T,, T, v T construir

un esquema de operadores del algoritmo 9 ({aqui

Q;ov F10y Taos

¢s0s Qua ¥ Gs0 Son los estados conclusivos de las miquinas correspon-

23

92308 | 25001 | g3008

911l | 4221 R | 9251 R

dientes).
M T g1 Fea
Ty |0 | 008 qr0R Ty: | 0O
1 gi0R 9,18 1
i1 Tsa 941 LT Gan
Ty 0 | ga21ft | 4aelS T,: 0 | 9aa0L | qaa0L [ 9408
1 |gniB| — 1 jagnil ’fdz'lL’l‘QGsiLl
1) Al f—gl*™  (x2=21),
2) Ui q1* =gl (220),
3 U Wig 1% |— Wig 13 (z=0).
OusERVACION. Si z = 0, entonces 1% se considera palabra vacia.

l I 951

Ty:| 0 |ats

1 |Gu“?

1.13. En base al esquema de operadores del algoritmo 9 y de
la descripcién de las maquinas que entran en el esquema del algo-
ritmo, construir el esquema de maquina y hallar el resultado de la
aplicacién de la miquina, dada con este esquema, a la palabra P.

1) ‘21=05T1.T|T2Tsf%om.
1

13+
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Q0 105
Ty

1 g ef

2 S

Qa1 LET] 23
Q 500 o500 R Gogl o
Ta:
1 qal R i gaglf
2 221l - -
Fa1 UETS

0§ gealL | 45,08

1] ¢alLl ggel L

2 = 730l R

P=1x01% (x =21, y=1).

(Los estados iniciales de las mAquinas son gy, ¢4y ¥ @u. ¥ los conclu-
SIVOS SON Gyay Goor Gao ¥ Gg-)

2y U=a 73T |G Ts|gs J @
i 2

11 3z T3 Y1a Ta1 T2z Teas
f:'ﬁ 0 e 01a0R | 44,00 — To: |0 e | 9eolS | gl
1] ¢20R | qotR | 4151 R g100L 1] ganls Feall | qantl

"|’31. 32 Gaa LETS

Ts: 0 a0 L 4gall G318 quol 7

1 gmil G341l = qaalls

P=1*0¥V{(x =1, y =1).

(Los estados iniciales de las mdquinas son g1, g5 ¥ ¢, ¥ l0s conclu-
SiVOs SOn o, Guov Fagr Gao ¥ Uger)
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1.14. Construir una miquina de Turing gue calcule la Tuncién j.
0, si z=0

1 —sgz= ? L]

B4 {1 o ooty

i 1, si z=1,

2 f@=[1]=40 si z>2

por definicién si z=0;
3) f{x]=[-§J=m, siz=2m 0 2=2m-+4+1, m>0;
0 si oz,
4 @ Y=z y= =
) fey=emy={ _ T ISV
9 fle =2~y

6) f(z, y)="3"

OnsprvacioN.  Aqui (v en lo sucesivo) en la presentacién «ana-
litica» de las funciones numéricas se emplean con frecuencia las
funciones «clementalesy ampliamente conocidas (del anilisis mate-
mético). En esto existe la particularidad de que la presentacion
«analitica» de la funcién se considera determinada solamente en tales
colecciones de valores de las variables en nimeros enteros (pertene-
cienfes a la serie natural N) en las que estdn determinadas y toman
valores enteros no negativos todas lus funciones velementales» que entran
en la «presentacién formular» de la funcién definida. Por ejemplo,

la funcion

estavd definida si, y sélo si, -g—e.s un nitmero entero

OO

no negativo, 3—%« es un ndmero entero positivoy

e85 un nume-
=0
ro entero no negativo.

Se dice que la maquina de Turing T calcula correctamente la
funcién f(z") si:

1) en el caso de que f(x") esté delerminada, T (k (am) =
= k (f (&™) y ol eabezal de ]a maquina en la configuracién conclusi-
va observa la unidad izquierda del eédigo & (f (a™));

2) en el caso de que f (™) no esté determinada, la maquina T
comenzando su funcionamiento desde la unidad izquierda del cédigo
k (2®) no se detiene.

1.15. Demostrar que para cualquier funcidén calculable oxiste
una méquina de Turing que computa correctamente esta funcién.

1.16. Consiruir una maguina de Turing que calcule correcta-
mente la funcién f.

1) fl{z)==a=1; 3) f[z}———_ﬁ-, 5) f@ =g
2) f@=sgz=1—sgz; 4 f(z,P)=2z+y
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1.17. Lscribir por ol programa de la méquina de Turing 7 una
expresidn analitica para las funciones f (z) y f (¢, ¥) computadas por
la maquina 7. (Sicmpre en calidad de estado inicial se toma g,
y en calidad de estado conclusivo, g,.)

q1 T2 LY qa Fa @a 4y

1) 7| 0 {gull|qlR 2) T: | 0] g:08 | q0L | g0L | 0L | q,01¢

1 [g,1R | g4l L 1| g 1R| q,0R | q,0R | gL | sl
[ 72 ga {| gs s 4a g8 I
370 g DR a0R | gdS | q0R | ¢0L | ;0L — | @OL | q,0R

1] g08 | g | glL | gAR | godR | ged B | g0L | gL | ¢odL

1.18. ;Qué funciones de un lugar se calculan con todas las méa-
quinas de Turing (ev el alfabeto {0, 1}}, cuyos programas conticnen
s6lo una instruccion?

1.19. ; Es justa la afirmacién: dos funciones calculables dife-
rentes f; (z™) ¥ f5 (z") se pueden ealcular en una méquina de Turing
si, y solo si, m 5= n?

1.20. Sea M un conjunto numerable de algunas funciones calcu-
lables y 7' (M) el conjunto minimo posible de méiquinas de Turing,
tales que para cualquier funcion f de M existe nna méiquina en el
conjunte 7 (M) que calcula la funcién f. )

1) Mostrar que si para cierto n > 1 existe en el conjunto M un
subconjunto infinito compuesto de funciones de n lugares, entonces
en [' (M) habri una mdquina con un nimero tan grande como se
quiera de estados (0 sea que para todo I, > 1 se puede encontrar
en T (M) una mdquina con el niimero de estados mayor que ).

2) ¢Cudl es la condicién necesaria y suficiente de la finitud del
conjunto T (M)?

1.21. Construir un esquema de oporadores de la méagquina de
Turing gue caleula la funcidn f; en calidad de operadores clementales
emplee las miquinas T; (i = 4. 5, 6, 7, 8). En los problemas 1)
Y 2). primero construya el esquema de operadores utilizando sélo
las maquinas 7', T,, T,, y después represente cada una de las ma-
quinas Ty, T,, 7, con un esquema de operadores empleando las
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maquinas Ty, T5, . .

que se examinan aqui son: gy, gy, -

. ' +
VOS: Gyos Gigr Taor Gonr Fuor Gaor - - o1 T80r Gyoo

a1

i 0 qaaD R

1 gt R

.y Ts. Los estados iniciales en las maquinas
. «s (a1, ¥ los estados conclusi-

Ty O 08

1 gnl L

1) f(z, y) = x + y (mod 2),

n f1z

Ty 01 qgdZ| 410R To:

1| gullt| g1t

2) 1 (2) = 2%,

95 g1
Tor} 0 dselL TalO 20008
1| gedL 1| qulR
qa Ts1
cTei | O gadS
1 25008
~
In Yan L] 931
0 | gogd L | gosOL | gool S Ty} 0] g50L
1| gae0L| gu0L| — 1| gmlR

E' . { glli I._rI]Eliz!
" g 1% | — 10170¢" 12 con > 05
. { 1%010°gy 1Y |- o1,
2

120741101 gy 1¥ [— 15104°0%" 341% con 3> 0;

aqui z>0, y>0, t=0.

Ty: Wlgg1V*! |— Wlgged®™™,  y2=0;

3) f{x) = B3
4) f (=, y) = 2y
o) [z, y) =2 — .

La distancia entre dos células C y C' de la cinta es igual al niimero
de células que se encuentran entre € y €' mas una. En particular,
las células vecinas de la cinta se encuentran una de otra a la distan-
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cia de 1. Sea ! un nimero positivo entero. El subconjunto de todas
las células de la cinta tales que cada dos de ellas eslan colocadas una
de otra a una distancia maltiple de 1, se Nama reticulo con el paso I
Asi que la cinla puede ser vista como la unién del reticulo 7 con
el paso l. Sea R, un reticulo con el paso . Dos células de este
reticulo se llamarédn vecinas si 1a distancia entre ellas (examinandola
con relacion a toda la cinta) es igual a {. Se dice que la palabra P =
= a,ao . . . &y, estd escrita en el retfculo Ry, si:

1) el simbolo @, estd escrito en cicerta célula C, de este reticulo;

2) el simbolo a, esti escrito en la célula €, que es vecina a la €,
en el reticulo 7 y estd colocada a la derecha de la célula Oy, ete.;

m) el simbolo @, csta escrito en la célula C,, que estd a la distan-
cia (m - 1)-1 de la célula €, y a la derecha de ellal).

Diremos que la mdquina de Turing T, simulae la mdquina de
Turing T en el reticulo fl,, (con el paso 1) si cualquiera que sea la
palabra P (en el alfabeto A) se cumple la condicién siguiente: su-
pongamos que en cl reticulo Ry, estd escrita la palabra P y en el
momento inicial el cabezal de la miquina 7'; observa la letra que
estd mas a la izquierda de la palabra P; ]Ja maquina 7Ty se detiene
si, y solo si, la mdquina 7' es aplicable a la palabra P; con la particu-
laridad de que si T (P) estd determinada, entonces después de la
terminacién del trabajo de la miquina 7, en el reticulo R, estara
escrita 14 palabra T (P).

1.22. Simular el trabajo de la maquina 7, que calcula la funcidn
f+ en un reticulo con paso I,

o i -
) f@=[%]. 1=4%
2) t@==E%, 1=3;
Nf@y=a+ty 1=3
1.23. Mostrar que para cualquier méquina de Turing 7 y cual-
quier nltmero entero { == 2, existe una mAiquina 7' que simula la
magquina 7" en un reticulo con paso [l

Llamaremos cédigoe I-multiple de la coleccion a® = (0 Bpyua =
.« @) 2 la palabra en el alfabeto {0, 1} que ticne la forma

et plqltent gt gFqHaa+) (1>2).

1.24. 1) Demostrar que la méquina que transforma el codigo

hasico de Ja coleccién & en un cédigo L-miltiple de esta coleccién
(I>>2) se puede presentar con el esquema de operadores siguiente:

aTli—lT2]q’20m:
1

1} Consideremos que fuera de las células €,, €4, « .« ., Cp en el reticulo
Rt¢py hay sdlo simbolos vacios del alfabeto exterior.
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donde:
a) T, tienc el estado inicial gy, el estado de conclusién gy ¥

AP 0150, | 015 [ g 1B H 02 I %R0 L

. 01'.::1-1-101-1-11!‘

b) T, tiene el estado inicial ¢,,, dos estados conclusivos ga,
Y T ¥

go 1311021 %M 101 %ae 0
o qun+1ot+li!!os,+1}ofit(u,+i)01 .
oo OO L gf 45071 %t 01%et 0
. O_chn+1OI+11!(a.+l)0!+11!<a,+l)0:‘ o Oriz(ai+2-x>
92110210.“1+10_1a“=+ IO . 01Gr1+10r+111(a.,+?]01 .
S Ofif(ai+ 1) I_“ q;01“i+l+10}21354-3"'10'1“54-5"' 10 e
. 910.-;1- lOH-i 1£(a,+ljnl s 0F1f(a,_+|!0£11‘_

guliitgieattigliiiastigh
Lqllan+1) Moo+ 4l g Meeg A3yl Lglian—+1)
... 01 = sal 0'1 o ... 04 =

con x>0,

2) Conslruir los programas de las maquinas 7y, T4, ..., Ty
por su descripcidon oral. ’

T3—la maquina al comenzar su funcionamiento desde ba altima
unidad del grupo de unidades la 4mueves una célula a la izquierda
(sin cambiar «el contenido restantes de la cintal)); el cabozal se
detiene en la primera unidad del grupo de unidades «trasladadon;

Ty—con un =4 dado, al comenzar el funcionamiento desde
una célula arbitraria que contiene una unidad, el cabezal de la
méquina se mueve hacia la derecha hasla que pase por todo un grupo
de [ <4 1 ceros; el cabezal se para en la primera célula después de
este grupo y anota én ella el 1;

Ts—con un { > 1 dado, el cabezal de la miquina al comenzar su
funcionamiento desde cierta célula y moviéndose hacia la derecha
consecutivamente pone ! unidades y se detiene en la dltima de ellas;

T¢— la mdquina comienza su funcionamiento desde la célula
no vacia que estd més a la izquierda; con un / >» 1 dado 4se buscar
el primer grupo de I -+ 1 ceros que esté a la izquierda y el cahezal
se para en el ultimo de estos ceros («el contenido del irozo inicial
de la cinta» no se cambia);

T7— comenzando su funcionamiento desde la célula no vacia
que csta mas a la izquierda, la mAquina busca la unidad limitrofe
por ¢l lado izquierdo al primer grupo de tres ceros de la izquierda

1) Con otras palabras, consideramos que no ha aparecido_ni una sola snuevar
unidad y que los cambios en el trozo inicial de la cinta sgle han influide en el
grupo indicado,
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«rebordeado» de unidades; el cabezal se detiene en la unidad encon-
trada («el contenido del trozo inicial de la cinta» no se cambia);

Tg— en la célula inicial se ancta 0 y el cabezal, después de mover-
so una célula hacia la izquierda, so detienc;

T,—el cabezal se mueve dos células hacia la derecha desde la
<élula «inicial» y la maquina se detiene en el estado gq, si la célula
nueva contiene el simbolo 0, y en el estado g;, si en la célula enueva»
hay un 1 (el contenido de la cinta qucéda como antes);

Tio— ¢l cabezal se mueve una célula a la izquierda (después
do esto la maquina se detiene; no se hace ningdn cambio en la cinta);

T1,— el cabezal comienza a moverse hacia la derecha desde
cierta célula cinicial» y ¢encuentra» la primera (en este movimiento)
unidad, haciendo otro paso mds se para en la célula que estd a la
derecha de la unidad «encontrada»') (el contenido de la cinta no se
cambia).

3) Construir, tomande en calidad de mdquinas iniciales 7',
Ty, . - ., Ty, un esquema operador para las miquinas 7y y 7T,
v para la maquina que transforma el eddigo bésico de la coleccion
en /~-multiple.

1.25. Construir un esquema operador de una maquina de Turing
que transforme el cédigo I-miltiple de la coleccién o™ en el codigo
bisico de esta coleccion. En calidad de méquinas iniciales correspon-
dientes a los operadores elementales emplee las maquinas ¥, 75, .
..., T'sdel problema 1.21 y ademds tres maquinas asi:

Ty— con la I = 1 dada, el cabezal de la miquina moviéndose
por la derecha de alguna eélula vacia encuentra el primer (en esta
direccion del movimiento del cabezal) grupo que contiene no menos
de I unidades, después en esle grupe borra las primeras I unidades
y se detiene en la célula en la que estaba la tltima unidad borrada
(«el resto del contenido» de Ja cinta no se cambia);

T,— ¢l cabezal do la «posicién inicial» se mueve hacia la izquier-
da { células (el nimero ! esth dado), después de este la maquina se
para en la /-ésima célula. Al hacer esto el contenido de la cinta no
s0 cambia;

T4~ funciona en forma andloga a la miquina 7', pero el «movi-
miento» se hace hacia la derecha.

Cédigo reticulado de la coleccion o = (o, @y . . ., @,) se llama
a una palabra en el alfabeto {0, 1} anotada en n reticulos con un
paso n y con la partieularidad de que en el primer reticulo estarf
anotada la palabra 1%, en el segundo, la palabra 127! ete., y en
el n-ésimo, la palabra 1%"*'; los comienzos de las palabras en los
reticulos tienen que estav concordados o sea que la unidad que estd
mas & la izquierda en el primer reticulo inmediatamente precede
{en la cinta) a la wnidad que estd ‘més a la izquierda en el segundo

1) Si en la célula cinicialy estd escrita una unidad, entonces el cabezal ze
para en la eélula vecina de la derecha.
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reticulo, y esta unidad inmediatamente precede a la unidad més
izquierda del tercer reticulo, ete.

1.26. 1) Construir un esquema operador de una maquina de
Turing gue transforma el c¢édigo bdsico de la coleceién &® en un
c6digo de reticulo de esta coleceion. En calidad de maquinas inicia-
les que corresponden a los operadores elementales emplee las mé-
quinas I, I's, ..., Tg del problema 1.21 y ademdis dos m#quinas:

T'y— el cabezal de la «posicién inicial» se mueve n células a la
derecha y después de eso se detiene (en la n-ésima célula); el conte-
nido de la cinta no se cambia;

Ty— funciona en forma andloga a la maquina T, pero el cabezal
se mueve hacia la izquierda.

2) Construir, empleando la misma mdguina que en cl problema
anterior, un esquema operador de una miquina de Turing que trans-
forme un cédigo de reticulo de la coleccion o™ en cédigo basico de
esta coleccidn.

§ 2. CLASES
DE FUNCIONES CALCULABLES
Y RECURSIVAS

Las funciones que se cxaminan en oste pdrrafe son funciones
numerales parciales.

La funcién F(xy, ..., ) =g (@7 - - o3 )i v ooy Bm(@yy « 2 o5 2))
se llama superposicidn de la funcién f y g,, .. ., g, ¥ se designa por
S ™Y g™, ..., gm). Agui la_ funeién F estard definida en la
coleccion @, y F (&™) =f{g @™, ..., gm (@) si, v sélo si,
cada funcién g; (1<Ti<Im) estd definida en la coleccién o y,
ademis, la funcién f estd definida en la coleccion (g, (@), - . ., gm(a™).

Sean g (%, . . v Tnoy) ¥ R (24, . . ., Tnogy Tpy Ty cualesquiera
dos funciones con n == 2. Definiremos la tercera funcién f (zy, . . .

< vy Tpop *,) mediante el esquema siguiente:

f @i e Tns O = £ @+ - o1 ),
Fly oo os ey w+1) = (1)
= N (B o s e Ln_gr Yo i (3-“1. voaoey Ty y))v 320'

El esquema (1) se llama esquema de recursién primitiva para la fun-
cién f () por las variables xyy &, 4+, v Tepresenta la descripeién recursi-
va primitiva de la funcidn f (z") con la ayuda de las funciones g y .
Se dice también que la funcidn | estd obtenida de las funciones g y h
con ayuda de la operacidn de recursion primitiva per las variables
Zp ¥ Tp+1- En esle caso emplean también la designacién f = R (g, k)
{e indican aparte por qué variables se hace la recursién).
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Al presentar la deseripeién recursiva primitiva de la funcién
f (z) dependiente de una variable, el esquema de la recursién primi-
tiva tiene la forma

fy+1) =k @) v=0, '

donde a es una constante (un ndmero de la serie natural N =
={0, 1, 2, ...}

Sea f(zy, . .., Tu_ys Tn)s 7> 1 cierta funcién. Determinaremos
la funcién g{zy, ..., Ty, z,} de la manera siguiente: sea o =
= (04, « - «y Gp_y, &) Una coleccién arbitraria de numeros enteros
no negativos; estudiemos la ecuacion

f(al, sy Opg, y) = Olp, (3)

a) si la ecuacion (3) tiene la solucién y, € ¥V y con todas las
y €N tales que 0 y <y, la funcién f (a;, ..., ¢,y ¥) osté
definida y sus valores son diferentes de «,, entonces suponemos
que g (@) = yo; ) . .

b) si la ecuacién (3) no tiene solucién en nimeros enteros no
negalivos, entonces consideramos que g (52) no esta definida;

¢} si y, es el menor nlimero no negativo de la solucién de la
ecuacién (3) y con cierto y; € N y un menor y, el valor de 7 (o, . . .
-« vy Gnoyy ) DO estéd determinado, entonces suponemos: g (&) no
estd definido.

Sobre la funcidén g (z7), construida de la manera indicada a base
de la funcion f (z7), so dice que ha side obtenida de la funcién
flzy, ..., &y, ®,) mediante la operacién con la que se minimiza
por la variable x, (o abreviadamente: minimizando por z,). En este
caso se¢ emplean las siguientes designaciones: g = Mf, o g (@) =
= Mxn (@) 0 g @) =py (f (@, ..oy Tngs ¥) = x), 0 g (@)=
= e, ¢ &™)

OpservacioN.  La operacién de recursién primitiva y de mini-
mizar se puede aplicar por cualesquiera variables que entran en las
funciones f, g y h (pero siempre hay que indicar por cuiles variables
se hacen estas operaciones).

En adelante denominaremos simplisimas a las siguientes funciones:

a) §{z) = x 4 1, funcién de sucesién;

b) o (x) = 0, funcién nula;

) I (@, .y m) =, A <m<n; n=1, 2, ...) funcién
de seleccidn o funcidn de eleccién del argumento.

La clase Ky de todas las funciones primitivamente recursivas repre-
senta en si el conjunto de todas las funciones que pueden ser obteni-
das de las funciones simplisimas mediante las operaciones de super-
posicién y de recursién primitiva.
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Se llama clase K,, de todas las funciones parcialinente recursivas
al conjunto de todas las funciones que pueden ser obtenidas de las
funciones simplisimas mediante las operaciones de superposicién,
de recursidén primitiva y minimizacién.

OsservacioN, Al definic las clases K, vy K, se supone que
en la construccién de cada funcién concreta las operaciones corres-
pondientes se emplean no mis de un nimero finito de veces (ciertas
o todas las operaciones pueden no utilizarse ni una vez).

La clase K, de todas las funciones recursivas generales reprosenta
en si el conjunio de todas las funciones parcialmente recursivas
siempre determinadas.

No cs difieil mostrar que K., > K, (jla inclusién es rigurosal)
También es justa la siguients inclusién rigurosa: Ky D Ky

Por K. designaremos la clase de todas las funciones numéricas
parciales computables en las maquinas de Turing.

Es justa la afirmacién siguiente: las clases K, v K coinciden.

Teorema (R. Robinson). 2edas las funciones primitivamente
recursivas de un lugar, y solamente ellas, pueden ser obtenidas de las
funciones & + 1 y sg (x = [V'z)%) mediante una utilizacién finito-
miltiple de las tres operaciones siguientes:

a) diferencia absoluta f () = | f; (%) — f4 () I;
b) composicién f (z) = fi (g (@)
!

¢) iteracidn

[z + 1) = £ (f ().

2.1. Aplicar la operacién de recursion primitiva a las funciones
g (z) ¥y h(z,, %, z3) por las variables z, vy x,. Anotar la funcién
f (xzy, x3) = R (g, k) en forma «analitican,

1) g (x)) = @, h (%, 29, ¥) = 2y + 23
2) g () = @y, Ty, Tay Tz} = Ty -+ Xy

3) g(x)=2%, h(zy, 2, 3) =23 (suponemos 0°=1);

4) gz =1, k(1 xg, o) =231 +3g | 2, +2—2—22,]);

5) g(z) =21, h (21, 7, T)=(2s+1) sg (1+3¢).

2.2. Demostrar la recursividad primitiva de la funcién f (z™).

1) f (zy, 24) T = x3;

2) f (@) = 3%y "

3) f (g, 2q, x3) = ziz, ® 24 (Suma por el modulo 2).

2.3. Demostrar que la relacién f= R (g, 2) es vilida.

1) f(zy, ;) =rest (2, 1) =
— Ty si 'r?4=0!
_{ resto de la divisién de z; por z,, si x> 0;

8(Z2) =0, k() 25 wa)=(23+1)sg | 2,— (23+1) |,
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la recursién se hace por las variables z;, .

2) f(m, z)=[3+]
. si @y =0,
_{ la parto entera de la divisién de z, por @, si 2 >>0;

g () =0, h(zy, 23, %) = 23+ 5 | 2y 41— (25 + 1) 2, | 458 72,
la recursién se hace por las variables z,, ;.
3) flm) =& = [V z%
8 =20, k(2. ;) = (¥, + 1) sg (4ay = (2] + 4xy)).
4) fz) = ”’r-"’"llv _—
g=20, bz, x;) = z, + sg ({x, + 1)* = (, 4 1)).
2.4. Mostrar que si las funciones g (¥). ¢, (%), ¢, (&) ¥ ¢, (2)
son primitivamente recursivas, entonces la funcion
"y (), siog () < a;
[z, y) = { Pg (x), sia<<g(y) < B,
Ps (%), si g (y) > b,

donde 0 <a<<bh también es primitivamente recursival).

2.5. Sean g, (y), g2 (2) ¥ ga(z, y) funciones primitivamente
recursivas. Demostrar que entonces f {(z, y), doterminada con el
esquemna que se expone a continuacién, también es primitivamente
recursiva:

Hz+1,0) =g, (2),

70,9 =a®,
{}‘(x+1.y+1)=g(x- ¥

(aqui 2220 y y=0).
2.6. Scan las funciones g (z;, . . ., Zy_y, Ta)y By (T1s -« oy Ty, 2)
Y hy(xy, ..., @4y, T,), n =1, primitivamente recursivas. De-
mostrar que entonces también seran primitivamente recursivas las
funciones siguientes:
xXrn

1) f(xh sy Tpaqy xn) =|§ll g(xh ok zn-].- 3');

Xn
2) f(x4s e .oy Tpeyy Tp)= ‘Hng(iﬁ s Tpogs 1)

3} f(xl! v D gads s z}:{ {g;g(mli e ey gy 3) Comn ygz!
1] con y > z;

%) La condicién que so pone sobre la funcién g (y) se debe entender asi: se
gx'alpli%an todos los valores de y con los que la funcién g (y) satisface la relacién
indicada.
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4) j(xls vy Tpege Uy 3) o iLJy:g (xl, o 0 Hmt E) - y-&;z'

1 con ¥y >z
Ral{xy, ... U1, xa)
D) F(Zys o1 vy Bpegs Ep) = > By - ooy g )
f=hylX1, we., Xne-g, xn)

(aqui, como es habitual, se considera que si el limite superior de la
suma es menor que el inferior, entonces Ia suma es igual a 0);
halxy, . vs En—p, xn)

6) f(24y s Znogs Bp) = I By w0y Buuyy §)
imfiylxy, - .., Zn=1, ¥n)

(en el caso de que el limite superior de la multiplicacién es menor
que el inferior, el producto se supone ignal a 1).
2.7. Aplicar la operacién de minimizacién a la funeién f por
la variable z;. Presentar la funcién que resulte en forma «analitica».
1) j(z) =3, i =1;

2) f@)=[3], i=t

3) 1 (o, @) = I} (21, 23), &
4) f @y, @) =2, =y, i =1, 25

5) 7 (24 zz)=zf—?1;, f=1, 2
6) f(zy, ) = 2 (2xa + 1), L=1, 2.

2.8. Demostrar, aplicando la operacién de minimizacién a la
funeién adecuada primitivamente recursiva, que esta funcién f es
parcialmente recursiva. '

1) fz) =2 — a;

9) f(zn="2;

3) | (=, @) = 2 — 22y

4) f(@e @)= q—h-.

2.9. (Es justa la afirmacién siguiente: si aunque sea una de las
funciones g y k2 no es determinada en todas parles, entonces f =
=R (g, h) § Keg?

2,10. 1) ¢Se puede obtener una funcién nunca indeterminada
mediante la aplicacién en una vez de la operacién de minimizacién
a una funcién siempre determinada?

2) Formular un ejemplo de una funcién primitivamente recursiva
de la cual se puede obtener, aplicando dos veces la operacién de
minimizacién, una funcién nunca indeterminada.

2,11. Demostrar ]la computabilidad de las funciones siguientes:

1) [ @y, 2 =] =7 | (=@ = p) = @+ 1)
2 1@y, = (T +297) (1 = 22
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3) [z, y,2) =4""V —(2+ 1)

— e
4) f(z, y, z)= .1::+1; . 9 ) 3¢ (x=p2)

2.42. (Qué potencia tienen las clases Ky, K Kip v Kot La
funcién ¢ (z, y), definida con el esquema

{0, ) =y +1,
‘P(x+1’ 0)'='IJ'[JF: i)}
glet+1L, v+ =@ q@@+1, 1)

donde #2>0 e y>0 wusualmente se llama funcién de Ackermann.

2.13. Mostrar que la funcién de Ackermann satisface las condi-
-ciones siguientes:

a) ¢ {(z, y) > y, con cualesquiera z e y;
b) ¢ (z, ¥) es rigurosamente monétona por las dos variables;
) gz +1, =9 (z, y + 1), con cualesquiera = e y.

2.14. Empleando el problema 2.13 y el teorema de R. Robinson
{sobre que el sistema {z + 1, sg (x = [} z]*)} es completo respecto
a las operaciones de composicidn, iteracién y diferencia absoluta en
Ia clase de funciones de un lugar primitivamente recursivas), de-
mostrar que cualesquiera que fuese la funcién do un lugar primitiva-
mente recursiva f (y) se encontrard un z tal, para el cual § (y) <<
<Z ¢ (z, y) con cualquier valor de la variable y.

2.15. Mostrar que la funcion de Ackermann es recursiva general
¥ no es primitivamente recursiva,

2.16*. Designaremos por K v Kl ol conjunto de todas las
funciones de un lugar primitivamente recursivas y el conjunto de
todas las funciones recursivas generales, respectivamente. Demostrar
que el sistema KiY | {z -+ y} es completo respecto a la operacion
de superposicién en la clase Ky y el sistema K U{z + y} en la
«lase Kig.

2.17. Supongamos que la mdquina de Turing 7' calcula la fun-
€ién f; (x) € Krg . Kpr. ¢Es siempre cierto que la funcién f, (x, y)
calculada en esta misma méquina no pertencce a K7

2.18. 1) Supongamos que las maquinas de Turing 7, y 7'; calcu-
lan las funciones primitivamente recursivas /, (2) y f, («), vespectiva-
mente. (Es siempre cierto que la composicion 1,7, también calcula
clerta funcién recursiva primitiva f (z)? ¢Y en el caso de que las
méaquinas Iy y 7, calculen correctamente las funciones f; y f,?

2) Supongamos que la maquina T calcula la funcién primitiva-
mente recursiva f (z). ¢Es siempre justa la afirmacién siguiente: si
la jteracién de maguinas T calcula cierta funcion siempre determi-
nada g (z), entonces esta funcién forzosamente es primitivamente
recursiva?
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2.19. :Son vélidas las relaciones siguientes?
1) pu(z = 1) = (uy (z = 2)) = 1.
2) pa, (21 + (20 = 7)) = pa, (2, = z,) + 7).

3 be (2= [7]) €Kur.
4} Mo (z = [V;']a)EKpr-
5) pa ([ 7)) € Kpr-

2.20*. Supongamos que las funciones #, (z) v f. (z) pertenecen
al gonjunto K.z . Kpr. {Pueden ser justas las afirmaciones siguien-
tes

1) f1(f2 (%)) € Kpe, poro fo (f1 () & Kors
2) f1(x?) € Kyr, poro [V'F; (z9)] & Ky,
3) f1(2)+ fa (2) € K, poTO fy () 4 2f, () & K-

2.21%, Bea f(x) € Kyg ~\ Kpr. (Son siempre validas las rela-
ciones siguientes?

1) 7(22) ¢ Kpe.  4) 1 = f(2) § Kpr-

2) flz+y) €Ky,  B) fx=y) € Ky

3) fz-y) & Kpr-

2.22. Las dos variables de la funeién f (z, y) de K, son sustan-
ciales. Supongamos que py f (2, ¥) ¥ pyf (z, y) son funciones siempre
determinadas. jPuede depender sustancialmente aunque sea una de
estas dos funciones sélo de una variable?

2) La funcién f (z, y) € K, tiene una variable ficticia. (Puedg,
suponiendo ademds que es una funcién recursiva general, la funcién
B«f (z, ¥) tener las dos variables sustanciales?

2.23. Formular las condiciones necesaria y suficiente para gue
la funcién p.f (#) sea nunca indeterminada.

2.24. 1) ¢Cudles seran las condiciones necesaria y suficiente para
el cumplimiento de la relacion p.f (x) € Kig?

2) ¢(Puede ser aunque sea una de las funciones n.f (x, y)
o wyf (z, y) recursiva general si f (z, ¥) € Krp . Krg?

5.25%. Sea f(z) € Ky Kpr. ¢Puede ser vilida la relacién
waf () € Ky ?

2.26. Sesaboque f(x) E Ky yaque f (22 + 1) = f(z) y f (22) =
= f (z + 1) con todos los z=0. ;Es cierto quo f (2) € K,?

2.27. Aclarar si es completo el sistema K,; \ Kj con relacién
a la operacién de superposicién en la clase K;?

2.28. iForma el conjunto M un sistema completo en la clase K,p
con relacién a la coleccién de operaciones ©F

1) M = Krp \ Kpr, O ={R, u},
9) M = Krp ™\ Krg, © ={5}.
3) M = Krg \Kpr, O = Sv I-Iv}-
4) M = Ky, O ={u}.
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2.29. Supongamos que la funcién recursiva general f (z), tal
que f(¥) ={f (z): 2 € N}, es un subconjunto infinito propio del
conjunto . Confirmar si se podrd cumplir con esta condicién la
igualdad siguiente;

(KB N\K) U{F (@))] = Ki3,
donde K;p y Ki§' son respectivamente los conjuntos de todas las
funciones de un lugar parcialmente recursivas y de todas las funcio-

nes recursivas generales, y la clausura se toma respecto a las opera-
ciones de superposicién y de minimizacién.

§ 3. CALCULABILIDAD Y COMPLEJIDAD
DE LOS CALCULOS

La funcién parcial F (z,, ,, ..., ;) se denomina universal
para la familia ¥ de funciones de n-lugares, si se cumplen las dos
condiciones siguientes:

a) para cada i ({=0,1,...) la funcién de n-lugares
F (i, 2, ... x;), pertenece a F;
b) para cada funcién f(z;, ..., &) de & existe tal ndmero i,
que para todos log valoros de las variables z;, . .., z,
il 2y Lo B =T B o« oy Tk
La cantidad i se llama nifmero de la funcién f (z,, . .., ,), ¥ la

numeracién de las funciones de la familia ¥ obtenida de este modo,
se llama numeracidn que responde a la funcidn universal F {zy, z,, . ..

. +y Z,). Por el contrario, si es dada la numeracién del sistema %,
0 sea, si os dada cualquier aplicacién ¢: i »f; de la serie natural
en ¥, entonces, la funcién F (zy, 2y, ..., ;) determinada por
la férmula

F ("‘-‘FD! Ty o w2y xn} ) jfo (2’.']_. w :cn]’

es universal para . A cada funcién recursiva primitiva (parcial)
f(xz, ..., z,) se le puede cotejar el término que refleja el modo
de expresion de la funcién f(z;, ..., z;) mediante la funcién
Iz, oo Zp) =2, s{(@) =z +1 vy 0(z) =0, con ayuda de
las operaciones de superposicién, de recursién primitiva (y de mini-
mizacién). Numerando todos los términos, se puede obtener la nume-
racién de todas las funcioneés recursivas primitivas (parciales).
A una numeracién de tal calidad se la suele llamar guedeliana (véase
[20]). En adeclante, consideraremos que se ha fijado alguna numera-
cién guedeliana. Una funcién de n-lugares parcialmente recursiva,
que tiene el nimero z en esta numeracidn, se indicard mediante g™,
El superindice se omitird, si no se tienen otras indicaciones respecto
al nimero de las variables de la funcién pi™.
Son justas las siguientes afirmaciones.
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TeoREMA 1 (sobre la funcién universal para el conjunto de
todas las funciones primitivamente recursivas de n-lugares). La clase
de todas las funciones de n-lugares primitivamenie recursivas, tiene una
funcién universal recursiva-general.

Esta funcién universal (correspondiente a la numeraciéon guede-
liana elegida) se indicard mediante D (z, 2, . . ., z,).

TEOREMA 2 (sobre la funcién universal). Eriste una funcién
parcialmente recursiva U (xo, %y, . . ., Ty), universal paralel conjunto
de todas las funciones parcialmente recursivas de n-lugares.

El concepto de funcién universal se usa frecuentemente para
efectuar demostraciones con ayuda de la llamada «diagonalizaciény.
Puede servir de ejemplo la siguiente demostracién de la existencia
de la funcién recursiva-general, que no es primitivamente recursiva.
Sea D (z;, z;), una funcién universal para la clase de funciones pri-
mitivamente recursivas de un lugar. Del punto a) de la definicién de
funeién universal se deduce, que D (z,, z,) estd determinada en
todas partes. Consideremos a g (z) = D F::, :cg + 1. La funcién g (z)
no es primitivamente recursiva. En efecto, si g (z) fuese primitiva-
mente recursiva, entonces, para alguna j y para todas las z se cumpli-
ria la igualdad D (j, ) = g (z). Pero para z = j esta igualdad se
transforma en la relacién contradictoria

DG, N=e(=DG H+1

Un papel importante juega el llamado (s — m — n)-teorema,
que pertenece a Klin.

TeoREMA 3, Para cualesquiera m, n > 1 existe una funcién
primitivamente recursiva s™*V tal, que para todas las x, ¥y . - ., Y

QJL”‘J'”’ Wi oo or Ume 210 -o s 3,‘)=(P£{2‘ I.ri.»--.!!m}(zl‘ ey Fa):

Sea T una méquina de Turing, y K, alguna configuracién. La
complefidad temporal del proceso de cdlculo to (K) se determina como
el niimero de pasos que efectiia la méquina T al pasar de K a la
configuracién final, si T es aplicable a K. La funcién ¢, (X} no es
determinada, si 7" no es aplicable a K. Se llama zona del proceso de
edlculo a la parte minima de la cinta, contenedora de todas las células
de la cinta, que por lo menos integran patte de alguna de las confi-
guraciones que se encuentran a lo largo del proceso de célculo., La
capacidad de complejidad sy (K) se define como el largo de la zona
del proceso de célculo con configuracién inicial K, si 7" es aplicable
a la configuracion K. La funcién ss (K) no es determinada, si 7'
no es aplicable a K. Mediante w . (K) se indica el nimero de cambios
de direcciones del cabezal y por medio de rq (K), el nimero maximo
de pasos del cabezal por la frontera entre dos células vecinas de la
zona en el procese de célculo (el méximo se toma por todos los pares
de células vecinas). Las funciones wy (K) y ry (K) no son determi-
nadas, si 7 no es aplicable a X. Si en calidad de configuracion K
ss toma la configuracién inicial para la palabra P, entonces las
funciones de complejidad se indican respectivamente por medio de
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ty (P}, sp (P), @ g (P) yrg (P). Si gp es una cierta funcién de comple-
jidad, entonces g4 (n) = max gz (P).
PiA(P)sn

3.1. Demostrar que la funcién, universal para las funciones
primitivamente recursivas de un lugar

a) toma todos los valores;

b} toma cada valor un nimero infinito de veces.

3.2. Mostrar que en la numeracién guedeliana, cada funcidn
primitivamente recursiva de un lugar tiene una cantidad calculable
de nameros.

3.3.YDemostrar que no existe ninguna funcion universal parcial-
mente recursiva para la familia de todas las funciones recursivas-
generales de n-lugares.

3.4. Demostrar que existen funciones parciales numéricas, gue
no son parcialmente recursivas. Dar dos demostraciones, una de las
cuales se base en la comparacién de las potencias del conjunto do las
funciones parcialmente recursivas y del conjunto de todas las fun-
ciones numéricas parcialos, y la oira, en la ¢diagonalizaciény.

3.5. Poner un ejemplo de funcién numérica parcial, que tome
exactamente un valor y que no sea parcialmente recursiva.

3.6. Demostrar que la funcién f no es parcialmente recursiva.

iz 1, si el valor . (y) estd determinado,

RGN { 0, en ol caso contrario.

1, si @, (x) estd determinado,
0, en el caso contrario.

2 1@={

_f ®x(y)s 8i Px(y) estd determinado,
3 1, y)_{ 0, en el caso contrario.

1, si 9.(y) =z,
RRACEZ Z)__{ 0, en ol caso contrario.

5 ) 1, si existe un y, para el cual g, (y)=z,

) 1@y 3 _{ 0, en el caso contrario.

3.7. Aclalar si la funcién f es parcialmenle recursiva o no.
1, si @, (z)=1,

4y f(a:)—{ 0, en el caso contrario.

indeterminada, si g, (z) es determinado,
1, en el caso contrario.

2 1@={

1, si la unidad pertenece al conjunto de valores
3) f(z)=4 de la funcién o,
0, en el caso contrario.
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1, si @, es primitivamente recursiva,

0, en el caso contrario.

1, si en la descomposicién decimal del nimero =
5) f(2)=4 hay una cantidad infinita de ceros,

0, en el caso contrario.

@fm={

3.8. Sea u (25, 2y, . . ., n) una funcién parcialmente recursiva,
universal para algin subconjunto no vacio M de funciones recursivas-
generales, tal que K,; . M es infinito. Por medio de la «diagonali-
zacidén», indicar el conjunto numerable de las funciones recursivas-
generales, no pertenecientes a M.

3.9. Mostrar que si la funcién f (x) es parcialmente recursiva,
entonces, toda funcién distinta de f (z) en un conjunto finito de
valores del argumento, es parcialmente recursiva.

3.10. Sea U (x, y) una funcién universal para el conjunto de
todas las funciones parcialmente récursivas de un lugar. Demostrar
que la funcién f(x) = U (z, z) 4 1 no tiene predeterminaciones
recursivas (en otras palabras, toda funcién determinada en todas
partes, que coincide con f (x) en todo lugar en donde f (z) estd deter-
minada y en lo restante es arbitraria, no es parcialmente recursiva).

3.11. Sea una funcién parcialmente recursiva f (z) tal, que la
funcién & (x), determinada por la condicién:

k{z)={

0 en aquellos puntos, donde f(z) esti delerminada,f}
1 en los puntos, donde f(z) es indeterminada,

es recursiva. Mostrar, que la funcién f (z) tiene predeterminacién
Tecursiva.

3.12. Poner un ejemplo de sucesién binaria o, ¢y, . .« -, Ogy - . -,
gque es engendrada por un operador determinado auténomo conve-
niente, y cumple la siguiente condicidén: la funcién f(z), determinada
para todo >0 por la igualdad f (n) = «,, no es recursiva-general.

3.13. 1) Mostrar, que si la sucesién ag, ¢y, « - +y Gp, . - ., €5 do
salida para cierto operador acotado-determinado auténomo, entonces
la funcién f (z), propuesta para todo n>0, mediante la relacién
f (n) = o, es recursiva-general.

2) Una funcién asi, jes siempre primitivamente recursiva?

3.14. Construir un ejemplo de sucesién binaria infinita ¢ = [
Oy « « w3y CGn, « -+, que cumpla las siguientes condiciones:

1)} no existe ningln a.-d. operador, para el cuwal o resulta una
sucesion de salida;

2) existe una maquina de Turing que comenzando el trabajo con
una cinta vacia, construye la sucesién a; ademés, para cada » existe
tal momento de tiempo ¢z, = £, (n), que para todo ¢, el cabezal
de la miquina no observa las células de la cinta que se encuentran
a la izquierda de aquella en la que estd escrito el simbolo «,.
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3.15. Poner un ejemplo de transformacién de palabras finitas, que
pueda ser ejecutada con una méiquina de Turing conveniente, pero
que no pueda ser realizable por ningin operador determinado.

3.16. Para la funcién dada f, construir una méquina de Turing 7,
que calcule correctamente f, con evaluacién superior para su funcién
temporalde complejidad, y evaluar superiormente las restantes funcio-
nes de complejidad. Los datos de entrada son dados en forma monaria.
El alfabeto exterior es 4 = {0, 1}.

1) =, y)=3+y; ir {R)-..{‘m;

2) (@) =2z, tr () < on;
3) [ (=)= |z—yl, tr (n)<Len¥y
Y i@ p=[<],  trm<eny
5) 1(x)=1log, 2|, tr (R) e,

3.17. Construir una méquina de Turing 7, que realice la traduc-
cién de una eseritura monaria de nimeros a una binaria, con las
limitaciones dadas parala func¢ién de complejidad: t, (n) < en?,
sy (R)~ n, wy () < ¢on, rr (n) < cyn, donde ¢, ¢4, ¢; son algunas
constantes.

3.18. Construir una maquina de Turing T, que realice la traduc-
cién de una escritura binaria a una monaria, tal que £, (n)<l¢; 227,
Sy ()~ eon+27, o r (n) << en2™. ry (n) << en2”, donde ¢y, €,, cg,
¢, son algunas constantes.

3.19. Construir una maquina de Turing 7', con alfabeto de entrada A
de m letras, que transforme la palabra P en la palabra P«P, donde
el simbolo = no forma parte de P, y tal, que t; (n) < 02, 5+ (n) <
< can, 07 (1) < cgn, 7 (1) < o,

3.20. 1) Construir una maquina 7', que distinga la linealidad !)
de una funcién booleanalarbitraria f (z). La funcién f (z") se da me-
diante el vector bimario c'r:}, de longitud N = 2", El alfabeto de
entrada de la méquina es A = {0, 1, A}. Las funciones t; (V)
¥ 8¢ (V) deberén satisfacer las desigualdades {5 (V) < e, V?, s (N) <<
< e, N.

22) Construir una maquina 7', que distinga la autodualidad de la
funcién? booleana arbitraria f (&%), y tal, que £z (V) < e, V2, (V)
4~...<‘_ Cal¥.

3) Construir una maquina 7, quedistinga la monotonia de la fun-
cién de Boole arbitraria f(z%), y tal, que s, (N) < e, N% 50 (V) < e V.

3.21. Mostrar que para cualquier méquina de Turing T y para
cualquier palabra P.

1) s (P) L tr (P& | P s

2) existe una constante ¢, tal que Zp (P) < ¢'v'P,

1 La méquina gue distingue alguna propiedad de la palabra de entrada,

tiene dos posiciones de clausura: g5 ¥ ¢;. Lajmaquina debera detenerse en la po-
sicibn g, 8i la propiedad se cumple, y en la posicién g si no.
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Capitulo
VIIL

ELEMENTOS
DE COMBINATORIA

§ 1. PERMUTACIONES Y COMBINACIONES.
PROPIEDADES DE LOS COEFICIENTES
BINOMINALES

La coleceién de los elementos ay, .. ., a, del conjunto U =

= {a,, . . ., @,} se llama seleccion o arreglo de volumen r de n elemen-
tos, o (n, r)-seleccidn. La seleccién sé llama ordenada si se da el orden
consecutivo de los elementos. Dos gelecciones ordenadas que se dife-
rencien solamente en el orden consecutivo de los elementos se con-
sideran diferentes. Si el orden consecutivo de los slementos no es
sustancial, se dice que la seleccion es no ordenada. En las selecciones
se puede admitir 0 no admitir la repeticién de los elementos. Una
(n, r)-seleccién ordenada en la que los elementos pueden repetirse se
llama permutacién con repeticiones de n elementos por r o (n, r}-permu~
tacién con repeticiones. 5i los elementos de una (n, r)-seleccién son
diferentes de par en par, entonces ésta se llama (n, r)-permutacién sin
repeticiones, o, simplemente, (n, r)-permutacién. El nitmero de (r, r)-
permutaciones se designard por el simbolo P (n, r) y el nidmero de
(n, r)-permutaciones con repeticiones por P (n, r). Una (n, r)-selec-
cion no ordenada en la que sus elementos pueden repetirse se llama
combinacidn con repeticidn de n elementos por r o abreviadamente
(n, r)-combinacién con repeticiones. Si los elementos de una seleccion
no ordenada son diferentes de par en par, ésta se llama combinacién
(sin repeticiones) de n elementos por r o (n, r)-combinacién. Cada una de
estas combinaciones representa en si un subconjunto de potencia r
del conjunto U. EI nimero de combinaciones de » elementos por r se
designari por C (n, r) 1). El nimero de conahinaciones con repeticio-~
nes de n elementos por r se designarf por C (n, 7).

) En la literatura también se suelen encontrar las designaciones C§, nCr,

(n, r},(:) .
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EsempLo. Sean U = {a, b, ¢} y r = 2. Entonces hay: nueve per-
mutaciones con repeticiones: aa, ab, ac, ba, bb, be, ca, cb, cc;

seis permutaciones sin repéticiones; ab, ac, ba, bec, ca, cb;

seis combinaciones con repeticiones: aa, ab, ae, bb, be, cc;

tres combinaciones sin repeticiones; ab, ac, be.

EI producto n(n — 1) ...(rn — 7, + 1), donde » es un nimero
real y r es un nimero entero positivo, lo designaremos por (n},. Por
definicién pondremos (), = 1. Si # es un nimero natural, pues (),
se designa por el simbolo n! y se llama n-factorial. Con n = 0 supo-
nemos (0! = 1. Para cualquier z real y un r entero y no negativo la

magnitud (fl)' se llama coeficiente binominal y se designa por el sim-

bolo (: ) - Supengamos query, ry, . . ., 73 S0N Nimeros enteros no nega-
tivos y ry +ry . . . +r, = 2. La magnitud M se llama
rirgl oo !
linomial i 0 2 )
coeficiente polino v s8 designa por (m e e B

Al calcular el nimero de diferentes combinaciones se emplean las
dos reglas siguientes.

REGLA DE La sUMA. Si el objeto A puede ser elegido de m maneras
¥ el objeto B de otras » maneras, entonces la eleccién ¢4, o B» puede
ser realizada con m - n procedimientos.

REGLA DE LA MULTIPLICACION. Siel objeto A puede ser seleccionado
con m procedimientos y después de cada tal seleccién el objeto B,
a su vez, puede ser seleccionado con n procedimientos, entonces la
seleccion «d4 y B» en el orden indicado puede ser realizado de mn
maneras.

1.1. Mostrar que:

NP, nn=n; 3Chn=("

.
»

)

—1
ar )
1.2, Hallar el niimero de vectores & = (&, « « +, Gn), CUYES COOL-
denadas satisfacen las condiciones:

1) @ €490, ..., k—1}, i=1, n

2o €40, ..., kg —1}, i =1, n;

k3

3.} G;E{O, 1},?‘,:1,}1, 2. oy =T,
i=1

2
2) P(n, N=(n); HC (r,r)=("

1.3. 1) {Cuil es el niimero de matrices de n filas y m columnas con
elementos del conjunto {0, 1}?

2) Lo mismo con la condicién de que las filas de las matrices sean
diferentes de par en par.

1.4. ¢Cuéntas y cudles cifras hardn falta para anotar todos los
nimeros naturales menores que 10™?

1.5. Las coaliciones 4 y B estéin entre si en guerra; n paises neu-
trales se encuentran indecisos, deellos p no se unen a A ¥ k no se unen
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a B. i;Cudntas nuevas situaciones pueden aparecer en esta guerra en
dependencia de la conducta sucesiva de los paises neutrales?

1.6. Solucionar los problemas siguentes empleando la regla de la
suma y de la multiplicaci6n.

1) ¢De cudntas maneras de las 28 fichas del dominé se pueden
escoger dos fichas tales que se las pueda poner una junto a la otra
(o sea que haya un mismo nimero en las dos fichas)?

2) Se echan tres dados (con seis caras cada uno). ¢De cudntas
maneras pueden éstos caer de forma que, o bien todas las caras de
arriba sean iguales, o bien sean diferentes de par en par?

3) Los ingleses tienen la costumbre de dar a sus nifios varios
nombres. (De cudntas maneras s puede dar el nombre a un nifio si
se le da no més de tres nombres y el nlmero total de nombres es igual
a 300? (Dos maneras que se diferencian solamente en el orden de los
nombres se consideran diferentes).

1.7. Se dan m objetos de una calidad y n de otra. Hallar el niimero
de selecciones compuestas de r objetos de una calidad y s de la otra.

1.8. Supongamos que n = p# .. .u;r es la descomposicién del
niimero 2 en el producto de nimeros primos diferentes entre sf de par
en par. Hallar:

1) el ntmero de todos los divisores naturales del niimero »;

2) el niamero de todos los divisores que no se dividen por el cua-
drado de ningin niimero entero diferente de la unidad;

3) la suma de los divisores del nimero n.

1.9. 1) De n letras entre las cuales la a entra « veces, la bentra f
veces ¥ las demas letras son diferentes de par en par, se forman com-
binaciones con repeticiones de r elementos. ¢(Cuantas habrd entre
ellas que contengan k veces la letra a y k veces la letra b?

2) (Cudntas palabras diferentes que contengan r letras se pueden
componer con estas n letras?

1.10. ;De cudntas maneras se puede presentar el nimero z en for-
ma de una suma de & sumandos (las presentaciones que se diferencian
solamente en el orden de los sumandos se consideran diferentes), si:

1} cada sumando es un ndmero entero no negativo;

2) cada sumando es un ndmero natural?

1.11. 1) ¢De cudntas maneras se pueden colocar »n ceros y & unida-
des de tal forma que no haya dos unidades seguidas?

2) ¢Cuéntos nimeros existen que sean enteros positivos, no mayo-
res de k™, cuyas cifras estén dispuestas en un orden no decre-
ciente?

3) Una ciudad tiene la forma de rectidngulo, las calles la dividen
en cuadrados. En la direccién de norte a sur hay n cuadrados ¥ en la
direccién de este o oeste hay k cuadrados. ;Cuil es el nimero de las
rutas méAs cortas entre uno de los vértices del rectdngulo y el
opuesto?

1.12. ¢De cuéntas maneras se puede presentar el nimero 11" en
forma de tres factores (las presentaciones que se diferencian solamente
en el orden de los factores se consideran diferentes)?
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2) El mismo problema, pero las presentaciones que se diferencian
solamente en el orden de los factores no se consideran diferentes
¥y n 5= 3s.

1.13. {De cuéntas maneras se pueden colocar % torres en un tablero
semejante al del ajedrez pero de dimensiones m X r de tal manera
que ninguna de ellas se amenace mutuamente, o sea que no haya dos
0 més que se encuentren en una linea vertical o horizontal? Examinar
los casos:

1} k = n = m, todas las torres son del mismo color;

2) k = n = m, hay p torres blancas y k& — p torres negras;

3) k< n<m, todas las torres estin pintadas de diferentes
colores;

4) k < n < m, hay k; torres del color i (i =1, &), ky+ ko4 ...

.=

1.44. Tenemos una baraja con 4n cartas (r > 5) que tiene cuatro
palos, en cada uno de los cuales hay » cartas numeradas coni, 2,

. ., n. Caleular de cuantas maneras se pueden recoger cinco cartas
de forma que entre ellas resulten:

1) cinco cartas consecutivas de un palo;

2) cuatro cartas de las cinco, con los mismos niimeros;

3) tres cartas con un nimero y dos con otro;

4) cinco cartas de un mismo palo;

5) cinco cartas numeradas consecutivamente;

6) tres cartas de las ecinco con el mismo némero;

7) dos cartas de las cinco con los mismos niimeros y las dem4s con
niimeros diferentes.

1.15. Demostrar las propiedades siguientes de los coeficientes
binominales:

D (2)=(2) 5 ()= g(n;:i
2 GIEI=GZIC) o (/)-8
D ()=C3)+020: 0 (P () =2k
0 ()G = @ 3 (=T,

1.16. Demostrar que:

1) (:] aumenta en funcién de n con k fijo;

2) (;::) disminuye en funcién de r con n y k fijos;
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3)si n es)fijo, entonces (:) aumenta en funcién de [k con
£ [n/2] y disminuye con k> ]n/2[1);

A 03’2‘,(:)=(1n’;2|)‘

5) el valor minimo de la suma (:1) i (:’) Fop el [:’) bajo
E ]
la condicién de que D\ »y=n es igual a

T

q a+1
e=n(1)+r(*F1).
donde ¢ = [n/3], r = n— s [n/s;

6). el valor méximo de la suma (:1)—}- (:)-}-... +(:) bajo

la condicién de que 0k << ... <k, <n, iés{n-l-‘l es igual a
z n )
it 2

7) Mostrar que c¢on un p primo y con cualquier p>>k>>1
(E) es miltiplo de p.

8) Mostrar que 1_[ P1<< (2;) » donde la multiplicacién e

. n<py=in
toma por todos los nimeros primos p; (r << p,<<2n).

1.17. 1) Supongamos gue m es un nimero entero no megativo
yn = n (m) es el nimero entero minimo tal que m << n!, Mostrar que
se pu_gde, y ademés de una sola manera, cotejar al niimero m tal vec-
tor o (m) = (0, Ogy » - +y @noy) qUe m =y A4 ay-2) ...+
+apy(n—1)!, donde 0 C oy i (=1, n —1).

2) Hallar el vector a (m) para m = 15, 23, 37.

_ 3) {A qué niimerosse les cotejan- los vectores a; = (0, 1, 0, 23),
o, = (1, 0, 2, 4

4) Proponer un algoritmo para la enumeracién irrepetida de todas
las (n, n)-permutaciones de los ntimeros 1, 2, . . ., n.

1.18. 1) Sean k, n niimeros naturales. Demostrar que a cualquier
niimero entero m (Ogm & ( ;: )sa le puede cotejar, y ademas de una

unica manera, el vector B (m) = (Py, Pas + » .» Pr) que satisface la
condici6n

ﬁ1>ﬁz>“'>ﬁ“’m=(£l)+(kﬁ—21)+ '!'(ﬂ”.

1) Aqui y en adelante con el simbolo [#] se designa ]a parte entera del nGime-
ro real b, y con el simholo 15[, el menor entero que no es menor que b. Con el
signo {b} se designa la parte fraccionaria del nimere 5.
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2) Determinar el nimero m por el vector dade p {m) = (6, 3, 0).

3) Formar el vector P (m) para m = 19, n =7, k = 4.

4) A base del problema 1) elaborar un procedimiento para la
enumeracion irrepetible de todos los vectores de longitud n que tie-
nen k coordenadas igual a la unidad y las demés igual a cero.

1.19. Demostrar, con induccién por n y empleando la relacién
nekdy _ gy n i "
( 28 “(k )+(k—1)’ la identidad

A+or=3 (5 ) (1)
ket

1.20. Supongamos que n y m son nimeros positives enteros.
Empleando la identidad (1), o de algiin otro modo, demostrar las
ignaldades siguientes:

b3 ()=

A==}
n

29 3 (= (f)=0
he=(

3) f} k() =n2"%
Resi

4) 2 k(k—1) (} )=nn—1) 2

he2

5) i (2k+1);(:)=(n+1)2n;

k=0

. 1 4w y
6) kzo R+1 (:)= = ol

7 2 (—1) k—:—i (:)= njri ;

k=0

8 3| R L . e
Baai
k

0 3 (1) ()=
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10) m’* GY=ar(*);

(2n)! _{2ny2
) rzzo (DR ((n—E)D)* H( n ) '
n n-h

123 3 () ()=

k=0 r=0

1 Bt

13) 3 = (2)=3 (=0 (7) s
re=h P
n—h

3 (5 (7)=(3E0)

9 3 0 () ()= { on mom

1 con m=n. -
h=n

n
Esempro. Demostrar la identidad 3 (:) = 9n,

k=0
PriMER PROCEDIMIENTO. El niimero de subconjuntos de % elemen-
tos del conjunto {1, 2, . .., n} es igual a (:),yel nimero de todos

los subconjuntos es 2°. Do esto se deduce la identidad.
SEGUNDO PROCEDIMIENTO. Hacer ¢ = 1 en la identidad (1).
1.21. Demostrar que:

1 2(2::) 2k+i) 2

2) 4 % (;1) =2“+2T+lcos-“f- ;

3) si O<<r<<m, entonces
m=1i _2:1111-\? 2niy

o F—' (mk:-r)= .._: e ™ (14-e ™), donde 2= —1;
&

4)2({‘“):-}(2"4-27 cos J-(n—2r)), 0<r<3;

5) si 0Lr<m, m>=1, entonces

-2%(1—(.-11—'1) cos"%) 4%‘1 (mk+r) g% (1+(m—i)cos“%) g
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InprcacioN. En los problemas 4) y 5) utilizar la identidad dek
punto 3).
1.22. Demostrar que

m—1 _2nary 25y
m‘?—'“m”(mk‘:—r) = ZIJ e ™ (I4ae ™),
V=

¥ con la ayuda de la_identidad demostrada calcular:

1) 33 (z): 2 D=2 (,5,):
& &

3) g(_“kgk(zkid(%?i)'

1.23, Demostrar que con m>= 0 y n >0 enteros siempre som
vilidas las igualdades:

( _ _ m1 .
Rl N

(.20 () =m=a=gy, m>m

L
22

(k=1 _ v (nkk—1y
3) 2 k! _2 k! -

B Re=i

1.24. Que sean a, b niimeros reales y k, m, n, r niimeros enteros no
negativos. Demostrar que:

) ()+G2)= (a-j;i) i

2) (1+5)"‘=§ (3) 2 t<ts

ke

U (Tl {7 st

9 3 (=50

L]

5) 2 ( )(n_k) (“'i'b) teorema de la suma);

0 3 (0 (2)= (")

R0
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7 é (a+n—k-—‘1) (b+i—1)= {a+b+n-—i);

) n—k in
8 3 () i) =)

O=ch, r<sn

L2 ] r—
oS -0 (2) (3 =1/ T
10)2(2;;2_1)( ) =V5-V3;

Hma [aem) o™= 2 e ™ (4be ™ ), pI<t.

1.25. 1) Hallar el niimero de todas las palabras de longitud mn
en un alfabeto de r letras, en las que cada letra del alfabeto aparece m
veces.

2) ¢De cuintas maneras un conjunto de n elementos puede ser
dividido en s subconjuntos de los cuales el primero contiene %, ele-
mentos, el segundo %, elementos, etc.?

3) Partiendo desde el punto de vista combinatorio mostrar que
para cualesquiera niimeros enteros no negativos ky, kg, . . ., kg 7
tales que %k, + %, -+ . . . -k, = n es vilida la igualdad

() (Cr) - (TR TR et

4) Demostrar, con induccién por s, la identidad

nl Ry Lk R
(t+td ... +5) = > m&’qu RPN A

Rty oo, Rg
Byt . hg=n

§ 2. FORMULA
DE INCLUSIONES
Y EXCLUSIONES

Que haya N objetos y n propiedades oy, . . ., a,. Cada uno de
estos objetos puede tener o no tener cualquiera de estas propiedades.
Designemos por N (@g , . . ., a;h) el ntmero de objetos que tienen

las propiedades oy, . . ., @4, (v puede ser algunas otras también).

Entonces el nimero de objetos Ny que no tienen ninguna de las pro-
piedades oy, . . ., o, se determina con la igualdad

No =80~ 81483 — . . .-(—1)"8,, @)
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donde S, =Ny
Sp= N (ot oeny & k=T, r.
& lﬂim-g‘fi,ﬁﬂ (%agy ovny =yy), Fom=

La formula (2) se llama férmula de inclusiones y exclusiones.

Esempro del empleo de la férmula de inclusiones y exclusiones.
Supongamos que una baraja estd formada de n cartas numeradas con
nameros desde el 1 hasta el n(1, . . ., n) ¢De cudntas maneras se pue-
den colocar las cartas en la baraja de tal forma que para ningin i
{(l{in) la carta con el niimero i no se encuentre en el i-ésimo
lugar?

SovvcioN. Hay n propiedades «; del género: «la carta con el niimero
i ocupa en la baraja el i-ésimo lugar»., El niimero de todos los
érdenes posibles de las cartas en la baraja es igual a nl. El nlimero de

colocaciones N (ay, . . ., @;,) en las cuales la carta con el niimero iy
ocupa el lugar iy (v = 1, k) es igual a (n — %)! Entonces
1
So=nl, Sp= A N (uy - ag)=(} ) (r—k) =15

LE=e T < P

Empleando la férmula (2) obtenemos que el nimero de colocaciones N,
en las que no se cumplen ninguna de las propiedades «; es igual a

i n
1
S (= 1)ESx=n! D] (—1)“?,
R= A0
2.4%. 1) Demostrar por induccién la férmula (2)
2) Sea N, el nimero de objetos que tienen exactamente m pro-
piedades de n. Demostrar que
Nn=—m
5 k
B 3 (=04 (") S @)
B}
3) Sea N, el nimero de objetos que tienen no menos que m pro-
piedades de ». Demostrar que

T—-m
Np= 5 (=0 ("1 15) St (4)
foemll
4) Mostrar que
Sh'=2 (n’:)ﬁm; (5)
=k
Su= 3, (724) B ®
e ki
5) Mostrar que
Sm— (m 4+ 1) Spy1 KN < Sy Q]
Sm I mSml“éNm‘*éSm‘ {8)
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2.2. Cuatro caballeros entregan sus sombreros en el guardarropa.
Suponiendo que después los sombreros se reciben al azar, hallar la
probabilidad de que exactamente % caballeros recibirin sus propios
sombreros. Examinar todos los valores de &k (0<k<C4).

2.3. Sea £ (r, n, m) el nimero de maneras de colocacién de r
objetos en n ca jones entre los cuales quedarin exactamente m cajones
vacios y # (r, n, m) es el nlimero de las colocaciones en las cuales no
menos de m cajones resulta que quedan vacios. Mostrar que:

D) EC, n, =3 (=1 (2) (e— by

fom=(
2) E(r, n, m)-==(,’,’,)“§(-1)" ") (a—m—Ry;
hmi
3) F(r, m, my=() é (—1)* (”';"‘) (n—m— kY
h=0

2.4. Al investigar los gustos de lectura de los estudiantes resultéd
que el 60% de ellos lee la revista A; el 50%, la revista B; el 50%, la
revista C; el 30%, las revistas 4 y B; el 20%, las revistas 8 y C; el
40%, las revistas 4 y C; el 10%, las revistas 4, B y C. :Qué tanto
por ciento de los estudiantes

1) no lee ninguna revista;

2) lee exactamente dos revistas;

3) lee no menos de dos revistas?

2.5. En una de las citedras de la universidad trabajan trece per-
sonas y cada una de ellas sabe aunque sea una lengua extranjera.
Diez personas saben el inglés, siete el alemdn, seis el francés. Hay
cinco que saben el inglés y el alemén, cuatro que saben el inglés y el
francés, tres el alemédn y el francés. :

1) (Cuédntas personas saben las tres lenguas?

2) ¢Cuéntas personas saben exactamente dos lenguas?

3) ¢Cudfintas personas saben sélo el inglés?

2.6. 1) Mostrar que la cantidad de nfimeros naturales que se divi-
den por n y que no son mayores de = es igual a [z/n].

2) Hallar la cantidad de nimeros positivos enteros que no sean
mayores de 1000 y que no se dividan por ninguno de los niimeros 3,5y
y 7.
3) Hallar la cantidad de ntimeros positivos enteros gue no scan
mayorea5de 1000 y que no se dividan por ninguno de los niimeros 6,
10 vy 15.

4) Demostrar que si n = 30 m, entonces la cantidad de nimeros
enteros que no son mayores de = y que no se dividen por ninguno de
los nimeros 6, 10, 15 eg igual a 22 m.

5) Supongamos que p;, ..., p, son todos nimeros primos no
mayores de |/, Mostrar que la cantidad de niimeros primos p tales
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queVr<p<nesigualan —1— hE (—1)* Sy, donde la suma
=1

(i, ~ o [ L E—
3 L 2[1,?1___1,?,]
;) de los indices o, ..., o,
en los que hay exactamente & indices iguales a 1 y los demés son
iguales a cero.
6) Hallar la cantidad de nimeros primos no mayores de 250.
2.7. Sea U un conjunto de n (n>=3) elementos.
1) Hallar ¢l ntimero de pares (X, Y) de subconjuntos del conjun-
to U tales que X NY = ¢.
2) Hallar el nimero de pares (X, ¥) tales que X = U, Y = U,
HENY)U (PNX) | = 1.
3) Hallar ¢l nimero do tales tries (X, Y, Z) que X = U, Y = U,
ZeU, XU nz)=Xy 7Y
4} Hallar el namero de ‘tales pares (X, Y) de subeconjuntos del
conjunto U que X NY =¢, | X | =2, |Y | = 3.
5) Hallar el niimero de tales pares (X, ¥Y), que X = U, Y < U,
X\ U EI\X)1=1, |X|>=2 |Y]|>2
6) Hallar ol nimero de tales trios (X, Y, Z) que X = U, Y = U,
ZeU, XUXN2D =XU7, 1X|>2 1Y|>2 2|1,
2.8. PROBLEMA DEL MAYORDOMO. A upa comida gue tendrd lugar
en una mesa redonda estin invitados n pares de caballeros enemi-
.gos entre si (n3z=2). Hay que acomodarlos en la mesa de tal ma-
nera que ningin par de ecnemigos estén sentados uno al lado del
n
otro. Mosirar que eso se puede hacer de Z' (—1)* (; ) 28(2n—k)!
k=0

se toma por todas las colecciones posibles (

maneras.

2.9. PROBLEMA DE LOS MATRIMONIOS. {De cuintas maneras so puede
acomodar en una mesa redonda » matrimonios de tal forma que los
homb;es y las mujeres se alternan y ningin matrimonio esté sentado
junto

§ 3. SUCESIONES REGRESIVAS,
FUNCIONES GENERATRICES,

RELACIONES RECURRENTES
La sucesién @g, @y, - - -, Gy, - . - Se 1lama regresiva si para cierto &
y todas las n se cumple la relacién del tipo
Qnen—+ Pilnghiar « - - + Paln = 0, )]
donde los coeficientes p;, i = 1, £ no dependen de n. El polinomio
P,(@) = p”t.. . +pa _ (10)

se Nama cardcteristico para la sucesién regresiva {a,}:
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3.1. 1) Demosirar que una sucesién regresiva se dotermina por
completo al dar los primeros & términos.

2) Supongamos que XA es Ja raiz de un polinomio caracteristico.
Mostrar que la sucesién {cA®}, donde ¢ es una constante arbitraria,
satisface la relacién (9).

3) Demostrar que si by, ..., A, son rafces simples {(que no son
multiples) de un polinomio caracteristico, entonces la solucién gene-
ral de la relacién recurcente (9) es del tipo siguiente @, = ¢32 4+ . . .
e Cklal‘ _

4) Supongamos que %; es la raiz de la multiplicidad ry (i = 1, )
del polinomio caracteristico (10). Demostrar que en este caso la solu-
cion general de la relacién recurrenté (9) es del tipo

&
. -1
n= 5 (enteant ... +erntT )M,

donde ¢;; (i = 1, 8; j = 1, r;) son constantes arbitrarias.

3.2, Hallar la solucién general de las relaciones recurrentes:

1-} unq.?. e ‘4‘!&+1+3an = 0;

2) anq.e‘l“'san = 0;

Qpie — Qpyy — Gy = O;

4) Qpyo+205,,+a, = 0;

5) @n, s + 10a,, 5+ 320, +32q, = 0;

6) @uys + 30nso+ 3050420 = 0. :

3.3. Hallar @, por las relaciones recurrentes y las condiciones
iniciales:

1) Qpyg — 4&,,,,_1 + 3“3:1 b 0:

a = y g = H
2) @npg — 3nyy + an1 — 3a, = 0,
4 =3, a, =17, a; = 2T,

3) Gnyg3 — 3ap,,42a, =0,
a=a, a; = b, a; =¢; ]
4) Qpyo — 2 cos Qlna + ap = 0:
@ = cos &, 4, = ¢0s 2o,
3.4. Demostrar que:
1) si z = 1 no es raiz del polinomio #* + pr-4g¢, entonces una
solucion particular de la relacién recurrente

Gnyp + Plnsr + g2, = an + f§ (11)

donde e, B, p, ¢ son nimeros dados, es la sucesién ¢f = an -+ b;
hallar a y b;

2) siz = 1 es una raiz simple del polinomio 2* 4+ pz+¢q, enton-
ces la solucién particular se puede encontrar en la forma af=n (an+
+ b); hallar a y &;

3) si =1 es la raiz miltiple del polinomio 2? -+ pz + ¢,
entonces se puede encontrar una solucién particular de la forma
at =n?(an + b); hallar a y b;
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4) en cada uno de los casos anteriores encontrar la solucién gene-
ral de la relacién (11).
3.5. Hesolver las relaciones recurrentes:
1) Gyyr— 8n =1, 8 = 1;
2) an, o + 20p,, — 8a, = 27-57,
g =—19, a, = 45;
3) ap, 3 — 6an, . + 1an, s — 6a, = 6n* — 4n — 17,
a, =3, ay = 15, a; = 41
3.6. 1) Supongamos que {a,} y {b,} son dos sucesiones cuyos tér-
minos estan ligados con las relaciones

Qpyy = Pyln +q1bn,
brsy = Paltn ~+qqbn,
A = p,g; — pat1 5= 0,
donde p,, gy, Pg, 9, Son nimeros dados. Hallar la expresién para a,
vy b, considerando que a, y b, estan dados.
2) Hallar la solucion del sistoma de relaciones recurrentes

Qnyy == 3an + by,
ne1 = —ln + bn:
a; = 14, b, = —6.
3) Hallar la solucién general del sistema de relaciones recurrentes
Anoqy = b, +5, bTH-]. = —a, + 3.

3.7. La sucesién de Fibonacei {¥,} se da con la relacién recurrente
F;,o = Fpy1 + F, ylas condiciones iniciales Fy = Fy = 1. Demos-
trar que:

1) para cualesquiera niimeros naturales ny m, Foom = Fy_Fpyt+
s Fnqu-l'

2) para cualesquiera m y n = km el namero F, se divide por F,.

3) dos niimeros consecutivos F, y F,,, son primos entre si;

4) todo nimero natural N (N >1) puede ser univocamecnte
representado en forma de una suma de los nimeros de Fibonacei, tal
que cada nimero entra en la suma no mis de una vez ¥ ningunos dos
niimeros consecutivos no entran juntos;

1 1+V5 \n__ 1 1—VE \n7,

9 =g [(F5) - ()]

i 4

6) Fy + Fs =4 . . -4 Fanyy = Fanio;

N1+ Fot- Pyt o Fyn = Fonyyj

8) Fips 4 F3 — Fi_ly = Py

Se puede ligar la serie A (f) = aq +ayt-+. .. FT a4+ ...,
Nlamada furcién generatriz para la sucesion {a,} con cada sucesion

@,, @y, . . .y Gpn, - . » Bn aguellos casos cuando la serie A (f) converge

a cierta funci6én f (f), entonces también se dice que la funcidn f (¢)
. ; tn

es generatriz para {a,}. La serie E () = ao+ay t+. .. + "2— +

4-... sa llama funcidn generatriz exponencial para f{a,}. Las
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operaciones de suma, multiplicacién y multiplicacién por una cons-
tante para las funciones generatrices se pueden definir examindndo-~
las como series formales. Supongamos que A (t) y B (&) son funcio-
nes generatrices para las series {a,} y {0.} respectivamente, ¢ y
son constantes. Entonces

ad (f) + BB (1) = aag-+ Pbe + (aay 4 POyt + . ..
.o+ (aa, - P
A ()-B (t) = aoho+(aehy + asbe)t + .
-+ (@obn 2180 + o Foanbedt + ..,

Si E,1 (t) v Ep (t) son funciones generatrices exponenoiales para
las series {a,} y {b,} respectivamente, pues la suma y la multiplica-
cién por una constante se definen lo mismo que para las funciones
generatrices corrientes y su producto se define de la manera siguiente

E {t) Eb(t)—CO+C1£+ + Cn{“ + A

donde ¢, =aobp+ (7 ) @bpa+ .-+ () ) @xbpon - -« . +anbo.

3.8. Mostrar que la funciéon 4 (f) ( y respectivamente la E (2} es
una funciéon generatriz (generatriz exponencial) para la serie {a,} si:

1) a,=0a", A{f)=(1—at)™, E (t) =exp (at);

2) ap=n, A(t)=t(1—1)%, E(ty=texpt;

3) a,=n(n—1), A(t)=2t2(1—1)3, E(f)=1t%expt;

4) ap=n?, A(ty=t(@4+1)(1—2)y3 E@)=t(+1)expt;

5) an={(}). A®=0+0"

6) @n=(M)n, E (t) =(1+™

3.9. Supongamos que 4 {f) y E (¢) son, respectivamente, una

funcién corriente y una funcién generatriz exponencial de la se-
rie {a,}.

1) Empleando la igualdad »! = 5 e~“z"dxz, mostrar que
0

oo

At)= 5 e *E (xt) dz. ('i

o i
2) Convencerse de que la féormula (*) es vélida para las funciones
generatrices A (f) = (1 — )1 v E (#) = ¢! de la serie g, = a, =
=gy =..,.=1
3) Lo mismo para las series con un término comin
{ 0, n<ij,
i .
() n=j.
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3.10. 1) Supongamos que (a}, =a (@ —1)... (e — n-4-1).
Demostrar, empleando funciones generatrices exponenciales, que
L

@+0).=3 () @n-n®h-
fomm i)

Ixprcacron. Emplear la identidad (1 4-¢)**% = (1 415 (1 4 #).

2) Supongamos que (a)s, s = @ (@+h). .. (a — k (n ~ 1)). De-
mostrar que

n

@40, n=3 (1) @non.n O, n-

h=0

3.11. Sean {a,} y {b,} series, y 4 () y B (1) las respectivas funcio-
nes generatrices. Mostrar gue

1) si ap=b,—b,,, entonces A (t)=5B (¢) (1 —1t);

2) si @p=bpu—by, ontonces A (2)=B (1) Tt —pyt;

3) si @, =bper+bpsg-- ..., entonces A(t) = %ﬂ H
4) si a,=nb,, entonces A (t)=1 v&‘?‘—B (t)s

5) si a, =n2,, entonces A ()=t %(t-—;—;B {!));

6) Si se determina la operacién S* (k == 0) sobre la serie {b,}

mediante la relacion
k kedj—1
Sh(bn)gbn"'(i)bn—l'}'---'}'( +; )bn—_!"'!"---
+(H)

Y se pone a, = S*(b,), entonces 4 () = (1 — )" B (¢);

7) si a, = by,, entonces A (f) = —} (B (") + B (—)2);

8)siay =by + by+. .. + b,_y, entonces A (£) = B.(#) t (1—8)-L,

3.12, Sean A (f) y B (f) funciones generatrices de las series
{an} ¥ {b,} respectivamente. Supongamos también que 4 (2)-B (f) =
= 1. Hallar {b,} y B (¢) por la serie dada {a,}.

1) an=('::] i 4) ay=ay=1, a,=0 con n=40, 2;

i .
(410 !

) dp=n+t;  6) ag=(—1) (%) 4.

3.13. Mediante identidades relacionadas con las funciones gene-
ratrices deducir las identidades siguientes para coeficientes bino-

2) a,=a™ ) ap,=(—1)"
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miales:

1) (1+t)”(1+3)""=(1+t}“”";

k

‘% (:)[kf: )=(n-};;m) ;

2y (1=t —p =1ty
% ( n+-s ) (m+k-—s) (n_}.m;j_k_f_i) ;

n m g
g=0)

H A+ I+ = (1:_ £y
3 (= 2) (") = (23

sem()
4 (1= (40t "= (1 -2y

2h

}_}0 (—1° (") (n+2:—s) = [*EHy,
5) (14"l —) " =1 —1)"

(2] n nts—1 nt-k—1

A R Ui o

=0

6) (141" (L— " = (1— 1)

< s spey§ - L) keapen,
?’:’“(_1} (:k_S)(s)—{ 0, ’ k es impar.

3.14. Hallar el término comin a, de la serie para la cual la
funcion A (f) es generatriz.

1) A@t)=(g-+p)™

2) A(t)=U1—2%

3) A=V 1—1t;

4 A@)y="(1—1)";

5) Aty=(++ ...+t
0 aw=(1+5) "

7) A@ty=(1+20)""" (1__2‘.)"";
8 A@=12(1~—1t) 1+ 20"
Q)A (f') = In (1 + ﬂ;

10) A (t) = arc tg #;

11) A (t) = arc sen f;
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12) A(t) =e-222;
1
1&Aw=5rﬂk;

1]

14) A(t):%(-{_;_—‘t-)m.

3.15. Deducir las identidades 1):
D 3= (7) (n51)=(.24):

0 con m==n,

2) 32(_1}‘ (T) (:)={ (—1)" con m=n;
b W e i

92 3(2) ula)=(E) e (2);

5) 2 Z (rx-j‘-Zs) (R+M:2s+l)=(2n;1»;}-2) ;

n
6) X (=i (" ) — gt
g0
3.16. Supongamos que la serie {a,} satisface la relacién recu-
rrente a, o+ pag,,+ga, = 0.

1) Mostrar que A ()= %‘W.

2) Que sean 14 pi+ gt2=(1—M¢) (1 —Ayt), A, 5= Ay Mostrar que
AT aAnti —
a, =(a,+ pay) ;\':_K:!"I"ao 13_1__;\:

3) Expresar @, en el caso cuando 1 + pt+gi? = (1 — At).

4) Hallar las funciones generatrices para las series dadas con las
relaciones recurrentes de los problomas 3.2, 1) —4).

3.17. Supongamos que

n . n—1
w3 (1Y) 8-3 ().
.I'?.=0, .1, 2, ceey

*) La suma se hace por todas las s para las cuales las expresiones estudiadas
tienen sentido.
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¥ que A (£} y B (t) son las respectivas funciones generatrices.
1) Mostrar que @, y b, estén ligadas con las relaciones del tipo
Gnep = Gp~+bpsyy
bper = an+by @y =1, by = 0.
2) Mostrar que A ( £) y B (t) satisfacen el sistema de ecuaciones
A@)—1=1t4(t)+ B (),
B (t)y =14 (&) - tB (1)
3 Hallar (4 (t) vy B (t)-
4 Mostrar que
5 2 n o 4+V¥5 ¢ 2 e i
!,1..'11.’( 34+7'5 ) = 2y5 ' ,{ﬁ ( 34+¥5 ) D Ve
3.18. Supongamos que los términos de la serie {a,} satisfacen la
relacién

a, =aun_;+ @Bp_g+ ...+ Gryay a5 =1.
[--]

1) Mostrar que la funcién generatriz A (f)= 2} a,i* satisface
1]

la igualdad #4% (£) = A (t) — ay, 0 bien teniendo en cuenta la con-
1—y 174

2t 4
2) Mostrar, descomponiendo A(¢) en una serie por los expo-

nentes £, que an=;i'_—1( :)

3.19. Deducir la relacién recurrente para la serie de nimeros a,
y resolver esta relacién si:

1) a, esel niimero de maneras de particién de un (n 4+ 2) - 4gono
convexo en tridngulos. Las particiones se hacen con diagonales que
no se intersecan dentiro de este poligono;

2) ay es el nlimero de maneras de colocacién de los paréntesis en
la expresién &b, : by : ... : by, con las que las expresiones obteni-
das tienen sentido.

3.20. Hallar la sucesién {a,} cuyos términos satisfacen las rela-
ciones:

1) ol +838ny + - . - -+ Aply = 2%a,, Ty = a3 = 1;

2) Gn,p = (n + 1) {an + an—;l)s ay =1, a;, =0;

3) (n+2)(n+ Nan,y —nay =0, g =0, o, =1;

4) (n 4+ 2)%ap,a +an =0, gy =1, ¢, =0.

oa

3.21. Sea 4 (1) =hE a{n, k)¢* una funcién generatriz para

la serie que satisface la relacién a (r, K)=a (n, k—1) +a (n—1,%)
con la condicién inicial a (r, 0) = 1. Mostrar que:
1) (1 — ) A, (2) = A, (25
2) An (it} =1 — )™
nt+k—1
3) a(n, k)=( k )

.

dicién inicial 4 (f) =
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3.22, 1) La funcién 4 (f) = [] (4 — ¢*%), | g | < 1, se descom-
=1 ]

pone en la seric A (f) = 2, a,t". Hallar los coeficientes a,.

To=i

IxpicacioN. Aprovecharse de que A (2) = {1 — ¢g¢) A (gt). Com-
parar los coelicientes de las partes derecha e izquierda de esta
igualdad.

2) Hallar los coeficientes b, de la serie B(t)— N b ", donde
B ()= A1 (2).

3.23. Supongamos que a, es el nimero de soluciones de la ecua-
¢idn 2x -+ By - 7z = n en niimeros enteros no negativos. Demostrar que

iﬂ it = (1 — )1 (1 — )7t (4 — 7)1,

3.24. Sea a, la cantidad de representaciones del niimero n en
forma de la suma

xy + 2,325 + 52, =z €{0, 1}, i =1, 4
Hallar la funcién generalriz A (f) = ) a,t™.
3.25. Sca el

{1 (140t2")= 2} ant™
Res(} n=_

Demostrar que a, = ¢°n, donde b, es la cantidad de unidades en la
descomposicién binaria del nimero n.
3.26. Sea
b
S,k = (=" () v+
Vo )
Demostrar que:
DS,k )=S8SkrkiI+1)—S(n k& l)
2) S{n, k, I.+1)—S(n, k, H—S(n-+1,k
3) Sn, &+ 1l)-(n+l)S(nkI)+nS(n—1kZ)

4) S (n, k, l)-—O con n>k;

5) 8 (n, k, I) =nl

G}S(n.k >0, con n < &

7) S8 (n, &, 1) es una funcidn creciente de los parametros & y 1
con n=k;

8) S(n, nt1, D= gy

9 S(1, &, 0) =1, con 1 < k.
3.27. Sea
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'

S (n )= (n, &, 0) = 3} (—1)"* (7} v

¥y O, (;):kEOS{n, k)", Mostrar que con |£|<<1

nl{n

1) o, ()= =D —20 ... d—n)’

k()

1—rkt *

2) on () =12 (—1"*
B

1

§ 4. EVALUACIONES ASINTOTICAS
Y DESIGUALDADES

Al evaluar el incremento de las funciones se emplean las designa-
ciones siguientes. La anotacién ¢ (z) = O (3 (z)) con = € X significa
que existe una constante € tal que | ¢ (z) | < C | ¥ (x) | para z € X..
Si gz} =00 (2)) ¥ ¢ (x) =0 (¢ (x)) con = € X, pues anotan
¢ (z) ¥ (z) siempre que = € X. La notacién ¢ (z) = o ({ (x) con

x — a significa im &L — o, i unci
g que L{,TW 0. Se dice que las funciones o (z)
¥ ¥ (x) son asintdticamente iguales (la designacién es: ¢ (z) ~ P (z))
siempre que r —a, si @ () =P (z) + o (P (x)) siempro que = — a.
Al ofectuar diferentes evaluaciones es Gtil la férmula de Stirling

nl~ V& wnnren. 12)
Para hacer evaluaciones més exactas se emplean las desigualdades
oy | 1
V 2ann™ exp (---n —|—12—R—W) < nl<
o 1
<V Zan n"exp(—n-{-mj ; 13)
4.4. Demostrar las desigualdades '):

1) nai2 <= pl < ( odet )“ccnn>2;

2
2) 2nl < [n(n4-1)1";

B (1+4) <5
9 (5)" <
5) (el < (2EEDN n>o

3 Con el simbolo (2n — 1)!I! se designa el nimero 1:3:5 ... «(2n — 1),
y (2n)ll = 2.4.6- ... - (2n).
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nSn+h

6) 1.22.30. ..o 2+ )

(2n— )11 1
D) e <Vt
8) 2n—1)l<<n®, n>1; 9) nl >e"n"
4.2. Demostrar las desigualdades

H (Q:If)a<(:)<(3f‘ﬂ)*' n>k>1;
{(:)<—kr’i}y¢r, n>k>0;
9 2_‘;::<(2:)“<7‘?§,;=1, n>1.

4.3. Mostrar, empleando la férmula de Stirling, que con n — oo
son vilidas las igualdades asintéticas siguientes:

1) @n — 1)”~ VZ2n)me™;
2) (2:) VM 14
3y8 3"

(e *—2[ P =
(m4-1)(m+42)...(m+n) Kkl _mn
Y 0D ™ wT 0 Ppara los
nameros enteros y no negativos k y m;
(2n)1!
) G ™~ ]/"En
4.4. Demostrar que con n — oo son vilidas las igualdades asin-
téticas siguientes:

n
1 an#L
1)glk+1(:J~ P

22 (r-:!w ) ”%2“' 0<r<k;

3) Z(r-}-kv)amwm_ﬂ_l_q}n ar<k

v

g 30 (2 g

Rl
n /_.
9 3 k(1) ~ ) Fe
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4.5. Sean by, by, ..., b, unos nimeros tales que 0<<a*<{b,<<
<c*<<1. Aclarar si es Justo que:

) t+ar< (1) <A+
w0

2) A—e"< 3} (=D ( ) ea<A—a)

k=0

4.6. 1) Demostrar la desigualdad de Chébishev en la forma
siguiente. Sea A={q,, a3 ...,a,} una reunién de nimeros,

e D e, Ba=—%l—2 {(a;—a)?. Entonces la parte &, de aque-
im1 i=t

1los a; para los cuales |@¢;—a|>=f, no supera -%1
2) Demostrar, empleando la desigualdad de Chébishev,

> 2+ 3 (d)<aE

o<h o —t Vi FHVA<h<n

que

3) Mostrar que 2 %_ ( :) - 2":'1 _
ki

4.7. Con ayuda de la férmula de Stirling mostrar que:
1)sik—>ocoy k—%:o(nﬂf"] con i —- oo, entonces

n .
]/'Er?a :

2*) si a0, k — oo y k— a+i = ¢ (n?/3) con n — oo, enton-
ces

(2h—nj2
n¥l A s i Lk
( : ) > N

(1) =B (140 (4 Ly,

nt

3% si a=>0, k<<m, k> o0, v k, m= -

an
= 40 (n?'3) con
n — co, entonces

- _{tat1)m—an)? ((a+1)k=an)?
1 n - {a+-1)" V' na - ne i
‘;’:_Jh(v) il Vﬁ? ( mat+1)—na _(a-g-!) —na ) %
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4*) si a >0, k— o0 v k—
ces

i =0 (n?3%) con n - oo, enton-

Z (:)a"m 1_ P

Vi V 2ni
LS
4.8. Supongamos que O0<ZA<<1, An es un ndmero entero,
G . l-—?‘np-vp.n
p=1—2% y que G(n, R)_—_V%Mm
(12) y (13) mostrar que:

1) () ~G(m ) con n— oo

Venatt

. Con ayuda de las férmulas

2) Gn Mexp (—g (- +) ) < (1) <6 1);
3 Yromun<(n);

n

8 ()< 3 (:)<H—L(fn)00“h>'§—?

he=bn

4.9, Supongamos que %k y n son nimeros naturales (£ << n). Mos-
trar que:

a0 L
1) (n)y=n"exp (— » v_in;, N i") :
ve={ iml

2) si con n— o0 k = o (V' n), entonces (n)y~ n*;
3) si k& = o (n) con n — oo, entonces para cualquice m > 1

m=1 k“""'

eh=rtep (= 3 S0 (457))

4) con n — oo y k=g (n%4%)

(mn = exp (| — - — o+ 0 (1).

4.10. 1) Sean k=/k(n) y s=s(n) tales que con n — oo s=

=0 (/' %). Mostrar que (:::)/( . )

2) Mostrar que si s=o{k?+':?), entonces
= (2= )"xp( (v+1)( _Lv))
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4.11. Sean s = s(n) y k = & (n) funciones en niimeros cnleros no
negativos de un argumento natural. Mostrar que:
1) si s4+k = o (n) con n—-oo, entonces

(T () =omp (=25, Ly

2) si s~2+k2=o(n) con n -» oo, entonces (“:s)/(:)»vf;
3) exp ( (1 T +2(n—~k);:—k—a] ))<

(")
k
L << exp ( -—%) , R = ks
(%)
4.12. Sea f (x) una funcién continua mondtona creciente en el
segmento [r, m]. Mostrar que

m

W<, 10— —{ @ dz<f(m).

R=n n

4.13. Utilizando el problema anterior mostrar que con m — oo son
validas las relaciones siguientes:

1) Mink~m-Inm—m-+0 (In m);
'

2) % k=

A=t

m* 40 (m"), n>1;

i 3 1
3) th kink-ini]l}f=1n1n Inm+-c+0 ( minmlinlnm )‘

¢ es una constante;

4) 2 _]E.E___Iogzm+c+o ( Jogm ), ¢ es una constante;

A=t

1 . 1 1 2
5) Z PR =c—1—llnm +O( ——— ), ¢ es una constante;

m
h=n

6) 2 o y...i (_let-_l_ ‘_m:—L)'{_O(%_ 1'\-')__' .
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4.t4. La sucesién {p,} se define con la relacién recurrente p, =
= ppa —apb , pp =1, 0<<a<C1, p>1. Mostrar que

1) 0<<pa<<1, n>1;

2) py decrece en forma mondtona con el incremento de n;

1
3*) pa~(a(p—1)n)*=P, n > oo.
Inpicacion. Utilizar las desigualdades
n n i n+l
Ph=—Ph-y !
n= < <
é{ —apf_y q —ab k%ll

Pr==Ph-1 =R+i.
—aph_1q

4.15*. Supongamos que la funcién generatriz A (f) de la sucesién

{a,} ticne la forma A4 () = % , donde Q () y P (¢) son polinomios
con coeficientes reales. Sea 4, la raiz de menor valor absoluto del
polinomio P (f). Demostrar gque:
1) si h, se una raiz real simple (no miltiple), entonces con n — co
=t ' d
s s g,%:’} AT™, donde P’ (hy) =3 P (2) hersi

2) si A; es una rafz real de multiplicidad r, entonces con n— oo

L A= Q M) (rdn—1) g 1 \mEr

@n P_rlm( " ( Fmq ( =" ) :
donde P™ (%) es la derivada de orden r de P {f) en cl punto ¢ = A,.

4.16. Sea A () la funcién generatriz de la serie {a,}. Hallar la
conducta asintdtica de e, con n-— oo,

N & TS - s :

YA =——gyr O A0=gp—mmrsr—=Tt’
1 : . &, S

AW =gprm=s’ 9 AO0=m—pern’

12¢3 - 1042 1
) A=y D AW =—prE—gr

t s - 18 —1
4) A)=—omprs 8) A= mrrnErnaros
4.17. Por la relacién recurrente dada y las condiciones iniciales
hallar la conducta asintética de a, con n-»- co.

'1} an+2+33n+)+24n =0! ﬂ°=1, al=2;

2) @n =qany +p (1 —aya), G =1, pt+ag=1, p, g > 0;
3) psg + 2&;-‘1_1-{-4&“ =VU, 8= 0- a = 2;

4) @y, 3 — 9ap, 042605, — 242, =0, a9 = a; =1, a, = —3;
5) Gpyy — 4Gp, 0 + 42, = 2% g =1, a, =0, a; = 2, ag = 0.

4.18. 1) Mostrar que la solucién de la ecuacién ze* = ¢ tiene la
forma

:r=lrf.'.—1nlnt+ h;in‘:{ :|-5 (( h:n“:t )2) t > oo,
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2) Mostrar que la solucién de la ecuacién ¢ 4 Inz = ¢ con
t = co tiene la forma

z=lng— 110l 4 o ((Iolas )y

419. Sean f(}) >0 y 'O =f@W) +t4+0(1), 0 < t< co.
Mostrar que f (f) = lr;—t+0 (t7*) con t — oo.
4.20. Supongamos que a, satisface las relaciones

@227 e (nm 1) 470, (14)
Gtz <2+ (- )- 4 gy ()7 4 (a2) 2724 da,)
(15)

1
a,w=0, aa=—-—16 .
Mostrar que:

1) a, < 1/8;
2) an < 9 (3/4)
3) an = 251 (1 + O (3/4)™).

4,21, ‘Que sean % y n nimeros enteros. Calcular, con una exacti-
tud de hasta 1, & = k (r) con la que la funcién f (n, &) toma el valor
méximo.

) 7 B=(}) 2"
2) fn, )=} ) 2n-r-2* (1 —2-2Hyn,
4.22, Hallar el valor miximo y el minimo de la expresi6n
n H—r 1
Tnr k=) (RZ1) 2-r+2

como funcién der (0 < r <k < n; r, n, k son nimeros enieros).
4.23. Hallar la conducta asintética con n — oo de la magnitud
g (n) = min f(n, k), & es un némero entero, si:

1) 1 G By = 2% 4 2ny
2) j(n, k)=k-2h+.%.22u—k_
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SOLUCIONES,
RESULTADOS
E INDICACIONES

Capitulo 1
§1

1.4. 1) (:) 2) 27, 1.2 1) 9, 13, 50; 2) (010011). (“"1

m =it
5. 1 w2 )2n 116, 1) 2m; )Y (k+§_’)("_;"+1)=

n—rm
31 2} n(l+m_r) (f‘*""'z—m).

1.9. INDICACION. Mostrar que el nGmero + (r) de vectores & ¢ B2", tales
que 2|_1 @y < mf2 para todos los m=1, 2r satisface la relacién recurrente
P {n)ﬂZ'l';l P (E—1) P (n=1), B (0) =1 (1) =1. Utilizando esta relacién hallar
que W (6)=132.

=t (1)

0. ("7} )

1.41. 4) 1NDICACION. Ver la capa B[ 2) INDICACION. Entre n-- 2
(n/2}

colecciones de B® siempre se encontrarin dos colecciones de un mismo peso.

1.42. 1) (::i), 2) (’;) 3) okt on-h—1,

1.13. Suponiendo que 0 << !<k < n, calcularemos el nimere p(r, k 1)

de pares (&, B) tales quo &€ 4, p€ B, Por una parte p(n, k, D)= 14| (R_:) ;

por otra parte p{n, k, 1)€IB|(F;) Utilizando Ja fdentidad ( ) (ﬂ_!)—

— ( 2) (f) , obtenemos la desigualdad exigida. En el caso de que >k
tendremos el mismo resultado.

1 En el caso de que @ no sea entero aqui $e supone gque ( : ) es ignala Q.
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1.14, 1) La cadena creciente de longitud » contiene en cada eapa un vér-
tice. En la capa BT el vértice se puede escoger do »n maneras. Después de que el

vértice de la cadona que se encuentra en B} ha sido escogido, se puede escoger
de » — 1 maneras el vértice de la cadena que se encuentra en la segunda capa, ete.
1.15. 1) Sea A4 el conjunto de colecciones incomparables de par en par de

Bnysea A; = A [| B}-Z (&) serd el conjunto de cadenas crecientes de longi-
tud » que contiene el vértice &. Tendremos que

nlm| U Z2@1= D) 1Z@1=3) |14ft! (r—0)! >
oEA

“EA im0
”

n" n n n
}[?J"]—z[!'izo“’"“"""['z‘] L]l
De aqui | 4 | < ({fyz))- 2) INDICACION. Siempre que i << k << n/2 es vélida
la desigualdad il (n — ! = k! (n — k)l

1.16. inDIcACION. A cada nimero del tipo pfipg? . . . p%P e cotojaremos

un vector (o, o, ..., ;) de B". Entonces al conjunts 4 le corresponderd
el conjunto A’ = B™ formado de colecciones incomparables de par en par.
Empleando el resultado del problema 1.15, 1), obtendremes la afirmacién.

1.17. Sean ¥, 13, .+ ., & los nlimeros de las coordenadas en las queay §
se diferencian. Cualquier vector ’-;; tal que a <7< P puede ser obtenido de
@ con la sustitucién de 0 por 1 en ciertas coordenadas enumeradas. El niimero
de procedimientos de esta sustitucién es igual a 2k

1.18. Para B la particién consiste en una tnica cadena Z = {(0), (1)}-
Para Bt en calidad de cadenas de particién so pueden tomar Z; = ({10)} v 2, =
— {{00}, (01), {11)}. Las propiedades 1) ¥y 2) se cumplen para estas particiones.
Supongamos que la afirmacién estd demostrada para cubos de dimensién < n
v la demostramos para B7 1. Segiin la suposicién existe una particién de lagcaras
Byttt y BPFLH op cadenas, que satisface las condiciones 1) y 2).
Se pueden clegir las particiones en Bp+!in+! g pFHEMH jsomorfas, o sea,
tales que la cadena Z,= (%, &g, ..., @} pertenece a la particién del cubo
Byth ™+ si, y sélo si, la cadema Zy=(%j, @, ..., &), obtenida de Z,
mediante la sustitucién en cada coleccién o, del Z, cero en la (n--1)-ésima
coordenada, por la unidad, pertenece a la particién de la eara B’,‘*"“'H.

Sean Zo={ct;, gy «--, Es} v Zt={&';, "a'é, iy E;} dos tales cadenas isomorfas
de las particiones do las caras Byt 1 n+1y ppth n 1, Construimes dos cadenas
nuevas Zy={0y, Gg, .+, Ge,s @Yy 2,=a.%, ..., &,_,.Lacadena Z, so obtiene
de 2, al unirle el vértice &-"E Z, yla cadena 21 se obtiene do Z, al exttner_oll

vértico @], Hacemos lo mismo con cada par de cadenas isomorfas. Obtendremos.

la particién del cubo B™* en cadenas que no se intersecan. EI cumplimiento
de las condiciones 1) y 2) se comprueba fécilmente.
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&
N n=—1k
1.19. 2 go( y e
1.20. 2) Mostraremos que la capa B} es un conjunto completo siempre

ue n > 2, Sea &] un vector de B} gue tieme la i-6sima coordenada igual a
q 14 g

la unidad. Supongamos que estiin dadas las distancias p @y, By=ry, i=1, n.

Mostraremos c6mo reconstruir . Si || B Jl=# >0, entonces es evidento que

ri€{k-—~1, k+1). Sea mix r;>2 y sea A(@)={i:r;= min r;}. Entonces
i=is<n t=jin

la t-ésima coordenada del vector fi és igual a launidad si ie AP y es igual
a cero en el caso contrario. Si mdx ry=1, entonces PB=0. Siempre que n=5
1<isn

Ia capa BT no es un conjunto bisico puesto que el conjunto {(00001), {00010y,
(00100, (01000}} es completo. 3) Siempre que n sea par y k=n{2, con cualquier
n>4y k=0, n. 4) Sea A-——{E,, .+v, O} un sistema completo. Veames el
sistema do igualdades p (Er.'g. B=ri, t=1, k. Bs evidonte que r;€{0, 1, ..., 0},
§=1, k. Cada coleccién, (r, ry, &), con la que el sistema tiene solucién,
determina unjvocamente cierto vector fi¢ B™. De osto se deduce que (n+-1)* >
> 2", INDICACION. La evaluacidén superior para el nimero de vectores en un
sistema bdsico se puede obtenmer partiende de que el sistema de ecuaciones
p@nPy=run i=T, &, puede ser reducido a un sistema lineal corriente. Siempre
que k > n ciertas ecuaciones de este sistema se expresan en forma de combi-
naciones lineales por las demds. Tales ecuaciones, ¥y on cousecuencia, los
respectivos vectores, pueden ser eliminados.

1.21. SUFICIENCIA. La permutacién de las coordenadas de todos los vectores
de Bn y también la inversién de las coordenadas iy, i3 ..., {n do todos los
vectores de B™ no cambian las distancias mutuas entre los vértices. NECESI-
DAD. Sea @ la transformacién del cubo B™ en si, tal que para cualesquiera
@, B es vilida la igualad p (¢ (&, @ (F)=p (@, B). Examinemos el conjunto
D=pB} | B} que es completo en B™ (véase el problema anterior). Sea ¢ (D)=
={9(@, @&, ++., P{Ey)} la imagen del conjunto D, y & un vector de
B} que tiene la i-ésima coordenada igual a la unidad. Pongamos que Py =
=@ @), =T, n. Tenemos [|fill=p (@ B)=p @O @0 D) ¢GS
@ o)) =p @0, @) =p 0 @) =1. Sea j(i) el plimero de la coordenada
del vector B; que es ignal a la unidad, {=1, n. Entonces la aplicacién :
4 — j(i) es una permutacién en el conjunto {1, 2, ..., n}. Pongamos que ;X
X (@)= (Gaqs ---» Eyem) para un arbitrario o=({(y, ..., &3) de B™. Mos-
tremos que para todo 7€ BM es vélida o) =nTy D¢ (0)). Asi se demuestra
la necesidad. Realmente, p(@ @), @M= 0, p@(): eEN=p, o).
Por otra parte p (YD @@, M =p&. 0, px TS 21N, ¢ @ =p(, @)
Evidentemente, el conjunte (D) es completo en B™ lo mismo que D. De
aqui se deduce que p(¥) ¥ © @ ¢ 0) coinciden.
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1.23, 1) Para n=1 y k=0, la afirmacién es justa. (Supostemos que
(2):0 con todos los k=0, 1, ...) Supongamos que la afirmacién esti de-
mostrada para las dimensiones menores o iguales a n—1 y para todos los
k=0, 1, .... 868 G=(Gy, ~vr, Bn) ¥ 568 G =(&f, +uy Chog)= (G, «-vy ),
81 @;=0 entonces cs evidente que | MJ (@) ]=} Mi~! @) |=1+

TR e [N e PR
-}-(n_lz" ) Si o; =1, entonces ;M"f&)]:(n;l)+lﬂﬁz’1 (@)=

___(n—i +‘+( n—l—(a,-—l) )+ ( H**‘l'—i(fk—il )=1+

+ (";"-) + e F (n-i;i ) 2) Para arbitrarios k y @ € B} al nimero

LA (é)—IML' (2)] le Nlamaromos piimero de la coleccién % en la capa BR'
Sea &€ B un vector las coordenadas unitarias del ecual son TR | 8

1<t < ... < ip<<n. Entonces segin lo anterior pp ()=1 4 (";”) +

T = (8—11:; ) Supongamos también que la coleccion f € B} se

ha obtenida de % mediante la sustitucién de las vltimas k—I coor-
denadas  unitarias por ceros, Mostremos que Zp (;14"’,;('&))—_-;}{?(5) 0, o que
es lo mismo, que Z}(ME(@)={V p; (V)<p; B). Mostremos primero que
para todo YEBf tal, que py(y)<<p(B), existo una coleccién 8¢ BR tal,
que ¥< 8y us (8 < pa (@). Eligiremos en calidad de § la coleccién obteni-
da dey mediante la sustitucién deo las Gltimas k—I coordenadas nulas por
unidades. Hay que mostrar que uy (3}&;.% {@). Si pa fE) > ux (@), entonces
existe tal ¢# que @;=48; siempre que i<Ct, a;=0, §;=1. Al examinar las
colecciones &’ y ', obtenidas respectivamente de % y & mediante la susti-
tucién do las Gltimas k—! coordenadas unitarias por céros, tenmemos que p; X

X (@)<p &), @ =F, u, )<p(¥). Obtenemos una contradiccién con la des.
igualdad p; {) > py(3). Por analogia se puede mostrar que para todo YEB}
tal que p;(7) > (@) no existe coleccibn &€ M} (@) tal que 3 < 3. ) Se de-
duce de 1) y 2). 4). Supongamos que 4 =B} y 4 no es sogmento inicial de
la capa B}. Indicaremos el procedimiento para la construccién de tal conjun-
to F=B} que | Fl=|A4|, Sgpv(@) < Zgea v (@), | 23_4 (F) |<[ 28 _4 (4)]. Do
esla marera se demostrard la afirmacién. Designemos por X (%) el conjunto de
niimeros de las coordenadas unitarias de la coleccién ®. Sean & BiINAY
f€ A las colecciones en las que so alcanza el min | K (@) \NK (ﬁ[, donde el
minimo se toma por todos los pares [?:', ?} tales que o¢ BN A, 764, vio)<
< v(T). Supongamos que M=K (@) K@), ¥V=K{P) \K(). Es evidente
que MN=g, |M|=|N]. Para 0, T arbitrarios de B" designaremos por
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7 una coleccién del tipp @ (GNT) v sean & =a\ f, =B~ &. Esti
claro que v(@'}< v (f°). Pongamos
D={7:7e 4, &' ny=0, F <% (F\Prua ¢4),
E={8:3=G\ )z, veD),
F=E {4~ D).
Evidentemonte, F<B8%, |Fi=|4A| Yy E vim) < 2 V(E) puesto gue v
GEF aEA

x(F\FrUa) <v(y) para todos los y€D. Queda por demostrar que
|123_y (FY1 <| 2%_4 (4)]. Nos limitaremos a la sigviente indicacién. Primero

hay que mostrar que si G€Z§_y (F)\ ZE_, (4), entonces onNP'=0 y o' < oo
Después bay que mostrar que la coleccién &=T{0\2)UP’ so contiene en
Z%_ 4 (AYNZE _( (F). 5} INDICACION. Aplicar ol procedimiento de induccién por

k—I. 6)Sea k el miximo entero con el que ap > 0. Entonces, siempre que
{=Fk—1 Ja afirmacién se reduce al punto 4). Al dar un paso inductivo (la

A
inducci6n se hace por k—I) pondremos 4;=A[ B}, A;:An(u Bl ¥
3=t

notaremos que
ZPHA) =2} (21 (A ) U Ar
Esta clara gque

min 12 (0) < min 1 2§ (C) .
C=Bp, | Cl=m C=B}, |Cl>m

Segin la suposicién inductiva el min | z?+! (A; +4) se alcanza en el caso de que
cada Z]'(4), 1 > I 1, sea un segmento inicial de la capa B‘i‘. Pero entonces
por 2} el conjunto Z7 4 (A;_H) es segmento inicial. Entonces, con la eleccion
do A4, se puede hacer el conjunto Z7 (4) = 2], (474} U A4, segmonto
inicial de la capa Bf'. Precisamente de esto se deduce la afirmacién.

1.24. Son A;=ANB} para cada {=0, n. El nimero T(n, m, k) de pares
(@, 55 tales que %€ Am, ﬂun&-_——ﬂ.. ﬁue H:UB";HF Del enunciado zo deduce

que FQA. Por una parte, ¢t (n, m, k)=am (n;m] . Por otra parte ¢{(n, m,

0 ()= om) ("E) (D)) =(7) - oo o s

m
duce la afirmacién.
1.25. 1) Sea « el centro del conjunto A; entonces A’ = {-55 & 'E, EE A}

serd el conjunto que hay que hallar. 2) Se puede considerar, segin 1), que 0
es el centro de 4. Para la construccidn de A’ es suficiente sustituir, para cada

i =1, n, cada coleccion & de A}, para la que @i ¢ A, por una coleccién zI.
3) INDICACION. Supongamos que A4 = B tiene por centra 0 ¥ posee la pro-
piedad 1). Sea St 7 la transiormacin quo consiste en que para cada z€ A:ai
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tal, que para cada &!17 ¢ 4, la coleccidn o se sustituye por @y 4. Ordenaremos
los pares (i, j) tales que 1 << i < j << nde la manera siguiente:

{4, n), 4, n—1), ..., (1, 2}, (2, n),
2 n=1) .. 2 3, ..y (n—1, n)

Aplicando a 4 consecutivamente todas las transformaciones S, 7 comenzando
por (i, j) = (1, n)yacabando por (!, j} = (n — 1, n)obtendremosel A’ buscado.

1.26. 2) En calidad de 4 tal que | 4 | = 2n=! gp puede tomar cualquier
cara (n — 1)-dimensional que contenga 1, ¥ si n es impar se puede tomar el

conjunto (& : || @ || = (n -+ 1)/2}. Por otra parte, si | 4 | > 27! entonces
en A habri dos colecciones contrapuestas, la interseccion de laz cuales es g

1.27. 1) INDICACION, Examinar el conjunto {&: || & > ij"-;-ﬁ [ ,
g€ BM.

1.28. 1) Por analogia a 1.25. 2) 4 = (Tx tE B, || % || es par.

1.31. 1) A cada cara H:; "‘ ;,";' * deo direceién 7 = {if, . . ., i} se le puede
reciproca y univocamente cotejar su cddigo que serd el vector {yy, ..., V)
con las coordenadas y; € {0, 1, —}, i = i, 7 tal, que Yy = 0p .+« O = Op
v las demis coordenadas estarin tachadas. Se pueden llenar con ceros y unida-
des los & lugares fijados de 2* maneras. 4} El nimero que se busca es igual al
niimero de vectores)(y;, ..., ¥,) con k coordenadas del conjunto {0, 1} y con
n — k lugares tachados. Escoger & lugares, de los n, para los simbolos de valor,

o sea para el 0yel 1, puede hacerse de ( ; ) maneras; se puede llenar con ceros

y unidades las % lugares fijados de 2% maneras. 6) El codigo de una cara k-di-
mensional que contenga el vértice dado (e, . .., @} se puede dar colocando &
tachaduras en el lugar de algunas % coordemadas del vector (e, ..., o).
8) La interseceién de dos caras es una cara. Se puede seleccionar una cara de

. i 4 ¥ i i : 2 HE
dimensidn f en una cara de dimensién ! de ( i J 21-j maneras. Asimismo, en el

codigo de la cara de dimensién k ya hay I coordenadas fijadas. Entre las demis
n — I coordenadas se tienen que colocar k — j tachaduras. Eso se puede hacer

( n o— I) ;
de .} maneras.
k—j

1.33. Sean 3, a3, Vs los cédigos de las caras g, g, £, respectivamente,
Dos caras no se intersecan si, y sélo si, existe una coordenada en la que los cidigos
de estas caras tienon simbolos de valor, y estos simbolos son opuestos. Si las
caras g, g, se intersecan, entonces el cédigo de la interseccién contiene sim-
bolos de valor en aquellas coordenadas donde aunque sea uno de los cadigos
Yi» 7 tiene una coordenada de valor, ademés las coordenadas de valor del cédigo
de la interseccién coinciden con las respectivas coordenadas aunque sea de uno
de los cédigos Ty, Tz Si8 es el cédigo de la interseccion de las caras g, ¥ gu.
Ia cara gy no tiene vértices comunes con esta interseccién, entonces se podri

encontrar un { tal que la i-ésima coordenada de los vectores B v 7, son de valor
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¥y no coinciden. Pero entonces la i-ésima coordenada del vector ¥, no coincide
con la i~sima coordenada de valor de uno de los vectores ¥; o 7;. Eso quiere
decir que las respeclivas varas no se intersecan. Es una contradiccién.

1.34. E1 problema se reduce ficilmente al caso cuando E:_,z"* 2,
Pre -entaremos una demostracion para esie caso con induccibn por n. Para n=0, 1
12 afirmaci6n evidentemente es vélida. El paso n —> n--1. Sea min ri=1.
Pongamos nj=n;— {. Enlonces n.i son niimeros no negativosy -;=12"‘ = 9n,
Por presupuesto de induccién existe particibn de cada una de las [caras
gytlontl gy pptintl del cubo Bn* en caras de dimensién nf, ..., nl.
Elijamos estas particiones iguales, o sea tales que para cada i=1, s la unién
de las caras de dimensién nj forma la cara g; de dimensién »;. Obtendremos
la particibn necesaria. S5i 2:; ny=0, entonces, sea m el nlmero de aque-

L]
Has ¢ para las cuales ng=0. De la condicién 35 12“‘—2“"1 se deduce que
m es par. Examinemos una nueva reunidn nj, ng ..., n{_., 0, Obtenida de Ila
anterior mediante Ia sustitucién de m ceros por m/2 unidades. Consiruimos,
como en el caso anterior, la particifn del cubo B7+l en caras y después
ciertas m/2 caras de dimensién 1 se partirdn en m caras de dimensién 0.

1.36. 1) EVALUACION SUPERIOR. INDICACION, Examinar N = (&: @€
€B" | % |l es par). EVALUACION INFERIOR, Sea N < Bn, | N | < 20-1,
Existe (véase 1.31, 1.34) una particién del cubo B en caras no intersecadas de
dimensién 1. El nimero de caras en tal particién es igual a 27-1, Do esto se
deduce que aunque sea una de las caras no contiene vértices de V. 3) INDICACIONs
Examinar N = {o: @€ B®, || & || =0 (méd 3)} o Ny = {a: & € B, v(a) =
= 3 (mdd 4)}. 4) EVALUACION INFERIOR, Observaremos que para que el vértice
& = (&g, - .y @p) e contengs en una cara {(n — 2)-dimensional con el cédigo
¥ = (¥ - - -» ¥n) (véase la resolucién del problema 1.31) que tiene coordenadas
de valor en los lugares de orden i y j, es necesario que a; = 7;, @; = ;. Sea
N = B" | N|{=m_ un conjunto tal, que en cada cara (n — 2)-dimensional
se contiene el vértice & de N. Examinemos la matriz binaria M, cuyas filas son
vectores de N. De la observacién anterior se deduce que para cada par de nime-
ros (i, j), 1 <<t <j<ny cualquier par (g, 1), o, T€ {0, 1} tiene que haber
una fila a= (a;, ..., ;) tal, que a; = o, o; = 1. De esto se deduce que
cualesquiera dos columnas de la matriz M son incomparables de par en par.
El nimero de colecciones binarias de longitud m incomyparables de par en par

m . m
no sobrepasa a (|m!2] ) De aqui que (Im.-"2]) = n. EVALUACION SUPERIOR,.

m
Sea m el menor entero tal, que ([m ,2]) = n. Construimos una matriz binaria

M con m filas y n columpas incomparables de par en par. Afiadimos & la matriz

M las filas O y 1. Entonces la coleccién de vectores-filas obtenida serd «pun-
zante» para el conjunio de todas las caras {n — 2)-dimensionales del cubo
Bn,
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1.37. Para n=1, 2 la afirmacién es evidente. Supongamos que &, &g, ..«

“"az" es ciclo en B". Sea Pu, donde fe B", 0¢{0, 1} es el vector de

longitud n~-1, cuyas primeras n coordenadas coinciden con las respectivas
coordenadas de la coleccion B,y la (n4-1)-ésima coordenada es igual a o.
Entonces la sucesién 2,0, %0, ..., 6‘2“0’ '352,11. veay Ogl, 331 es un ciclo] en

B**1 que contiene todos sus vérlices,

1.39. 1) Si. 2) No. 3) 8i. 4) Si.

1.43. INDICACION, Observar que si las colecciones & = (G5, « - ., an)
y &=(0f,....0;) son comparshles, entonces upna de las sumas

kdd n -
2 (=, 2 (— 1)%%2; es mayor que la unidad en su valor absoluto.
i=1

i=l1

24, 22" (n > 1). 2.2, 2(n > ). 2.8. €O+ Cht...+CE! donde m=
=27 (n =1, k=1). 2.7, 27" (n = 1), 2.10. 1) De 5 maneras. 2) De 9 maneras..

2.12, 1) BASE DE INDUGCION. Si la complejidad de la férmula es igual
a la unidad (sobre el conjunto de enlaces M = {—, &, V/, —}), entonces
esta formula tiene una de las formas siguientes: (71 2), (z & ¥), (z V ¥), (z —
= y) (con exactitud hasta la designacién de las variables). Por eso la afirmacidn
es evidente para las férmulas de complejidad 1. paso INDUGTIVO, Sea la
afirmacién vélida para todas las férmulas (sobre el conjunto de enlaces M)
que tienen una complejidad ne mayor del nitmero I (I = 1). Tomemos una fér-
mula arbitraria 9 (sobre M), cuya complejidad es igual a I - 1. Consideremos,.
para la determinacién, que 9 = (B v/ £) (los demés casos se examinan en
forma analégica). Es evidente que ¢l enlace V/ que se encuentra entre las fér-
mulas B8 y £ tiene un indice igual a 1. Siguiendo, si el enlace en la formula
B (0 8), examinado como enlace de la férmula B (respectivamente, de £),
tiene el indice mayor que 1, entonces en la f6rmula 9 el indice do este enlace
no puede sor disminuido. Si en enlace en ¥ (o 2) tiene un indice igual a 1,
entonces en la férmula f su indice serd igual a 2 (el indice se aumenta porque-
en la férmula ¢ ante la subférmula B hay un paréntesis izquierdo).

245.3) (0100). 2.18. 3) U~ B 2.19. 2) /{2, 1) = 0, f, (z, 1) = =,
fs@ )=y folz. N=z&y 220. Nz} { =2z ¢
4z fa d@dm 22l Hzinlzly)n 2) (=ViEeVy)~p.
3) No se puede.

2.22, 2) La funcién que se realiza con una formula sobre el conjunto {—}
toma el valor 1 no menos que en la mitad de las colecciones do valores de los
argumentos. La funcién zy no satisface esta condicidn.

2.23. Hablando en general, no se puede. Ejemplo: S = {71}, la funcién =
no es realizable sobre la § férmula de profundidad par.

2.24. 5i sobre ¢l conjunto § se realizan sélo funciones constantes, entoncos.
la afirmacitn es evidente. Supongsmos que sobre § es realizable cierta funcién

/(™ = const. Identificando todas las variables en lz funcién @) yenla
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férmula que la realiza, obtenemos la funcién ¢ (z) iy la férmula 9 (») que le
corresponde). Hay que examinar los tres casos siguientes: a) ¢ (x) es una cons-
tante, b) ¢ (z) = = ¥ ¢) ¢ (x) = z. Al cobtener (en los casos a) y b)) una fér-
mula que realiza la funcidn = (y que ticne una profundidad de no menos de 1),
‘podemos construir para cada funcién concreta, que se realiza con una férmula
sobre §, una formula que tenga una profundidad tan grande como se quiera.
Sca @ (r) = 0. Entonces se encontrard una coleccién @ = (O, gy « .« .y gl
<n la que la funcién f es igual a 1. Sustituiremos todas las z; que corresponden
a o; = 1 por z, y las demis z; por ¢ (z) = 0. Obtendremos la funcién 1(z) = =.
Si ¢ (z) =1, entonces de manera anéloga se obtiene la funcién z.

220 2z Vy=(z—py) =y a~yp=(z—y &(y— 2.

2.30. 2) Hablando on general, no se puede. Ejemplo: ¢ = y, — z, esta
férmula no es idénticamente verdadera; sin embargo la férmula Sﬁl -y, A=
= Yy — (Y3 = ¥,) es idénticamente verdadera.

2.31. 1) Si se supone que f (0, 0) = 0, entonces tomando x =y =z = @
tenemos £ (£ (0, £{(0, 0)), F(f(0, 0), 7(0, O))} =f(f (0, 0}, f(0, O)) =0, Io
que contradice a las condiciones del problema. Asi que f (0, 0) = 1. Suponiendo
ademds que f (0, 1) = 0 tenemos (con z =y = z = 0) gue 7 {f (0, 70, 0)),
FU0, 0), £(0, 0) = F({f(0, 1), f(1, 1)) = (0, f(1, 1)) ¥, segin las condi-
<iones del probloma, se tiene que cumplir la relacién f (1, 1) = 0. Pero, exami-
nando después z =0, y==z=1, vemos que f{f(0, f (L, 1)), f(f (0, 1),
(0, 1)) = 7{f (0, 0), (0, 0)) = 0, y eso contradice el enunciado del pro-
blema. Asi que f {0, 1} = 1. Finalmente, suponemes que f (1, 1) = 0. Haciendo
# =y =0y z=1 obtenemos / (f (0, 7 (0, 1)), F{f (0, 0}, £(0, YN = f (1 (0,
1), (1, 1)) = j (1, 0). Tomando en cuenta las condiciones del problema tene-
mos f(1, 0) =1. Poro entonces f(f (1, j(L, 1)), F(f 4, 1), {1, 1))) =
=f(f(1,0), 10, M) =f(1, 1) =0 lo gue contradice las condiciones del
problema. En consecuencia, también f (1, 1) = 1. Asi que f {0, ) = £ (0, 1) =
=/ (1, 1) = 1. Eso quiere docir que f(z, y) = x —y, o bien f(z, y) = 1.
Luego las equivaloncias a) — e) se comprueban directamente {por ejemplo uti-
lizando las equivalencias bésicas). 2) No, no se deducen. Es suficiente examinar
la funcién f(x, p) = 2~ p.

§3
3.6, 27, 3.7, 1) 201 2) 20—2; 3) 271, 3.8, 1) k-l; 2) ke2m-1.30—puls
) k@M —D 4 1@ — k) 39, 2 (B =5 [3E) =7, 12 (@) = zp
r =1

5 &
341, 27027, 3.2, 12, 846, 4. 8.48.( ). 3.9, 22" donde S% =

13
n en—1 P

=3 ( ; ) 3.20. 0, si & es fmpar, ( " )ai & es par. 3.23. Pp=

i=0
=(1101111011100111). 3.26. f{E")==,75 ... zn.

3.29. yNDICACION. Observar que con & = 1 el polinomio se convierte en
unidad en 2"-! colecciones. Utilizando la férmula de descomposicién, hacer
da domostracién con induccién por k.
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3.30. 1) 27k o 2% — 2 9) ¢ (20 — (—1)").

3.31. Para n = 1 la afirmacidn es ovidente, Paso inductivo de n — 1 a »n.
Bi I < 271, entonces por suposicién inductiva existe un polinomio P (z7-1)
de longitud = » — { para el cual | ¥y | = L. Entonces el polinomio z,P (zn-1)
se convierte en 1 en I vértices del cubo B™. Si 271 < I < 2", entonces exami-
naremos el polinomio P (z%-!) que se convierte en unidad en 27 — I vértices
del cubo B™-L Entonces el polinomio z,P (z"-') @ 1 es el buscado.

§ 4

4.4, INDICACION. Supongamos que & = 2f1 .., zfn , I = PL xgrl
y K°L es la c.e. obtenida de X al tachar aquellas letras z51 para Ias cuales ot; ==
= B;. Observemos quo cada implicante do Ia funcién f (z) se puede presentar
en la forma K°L, en donde K y L son c.e. adecnadas de la f.n.d. perfecta de 1a

funcién i(';"'). ¥ puede ser que sean coincidentes,
4.5. 1) 2n=1; 2) 2n~1; 3) 3.2n-3; 4) 202, 5) kb (n~—K) (n — k — 1).

469 () (kfimet )-

4.8, 2) Tyzyry V Tyxg V 2ixs V 217, V TaTgzy.

r
T _git— n - . -
49. ) 222" gy 22PN ) (] )22,
f',\?lU
A4, 1) Zgrg \ Ty7y V xgg V 3174
412, 1) zy25, 2129. ;1;,::‘, ;s:sx‘,.
4.13. 1INDICACION. Mostrar que pingunas dos colécciones propias de dos
implicantes nucleares diferentes no son adyacentes; utilizar el hecho de gue

el conjunto N B® tal,’'que | N | >2n-1, siempre contiene una arista (véase
1.44).

414, 1) 2n-1; 2) 2n-3; 3) O; 4) 20-3; 5)

415, 22" (q__9-n2"7),

a8, 1) 1; 2) 5277 3y 527 4 1.

4.22. Una. Mostrar que todas las implicantes simples son nucleares.

4.23. NpIcAcION. Hacer la induccién por n, utilizando la descomposi-
cién (3) de la funcién por las variables.

4.24. 1) Para dos funciones. 2) Para 27* funciones.

4.25. Por ejemplo k = n20 — {.

427. 0 sl k20, k -+ m <n; (") si k= 0; (") si k+ m=n 2) Bn

i m k

dos si n es par y en cuatro si n es impar.
§5

5.2, 1) 2 2) w2y 3) a5 4) 2y 5.4 1) x4y x5 2) 24, 24 3) 140 BT, ma
5.8. 1) =, oy xgy T4y 2) Ty, Ty, Zai 3) Ty, ZG 4) Ty, T Fo
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5.40. 1) n = 3; 2) con ninglin »n; 3) n = 3; 4) con n pares; 5) con n =
=4k —2, k=12, ..

5.12. 2) | P""(Xs) | = 2‘18

5.13. [NpDIcACION. Del enunciado del problema deducir quo existen unas
eolecciones &, B’y 7 tales, que p (&', B") = p (", ¥') = 1. Supongamos que
7o v B’ o diferencian en el i-6simo, y B ¥’ en el j-ésimo lugar de orden. Enton-
ces las variables z; v z; son sustanciales.

5.14. 1npicacion. Es suficiente mostrar que si z; o :?i entran en cierta
implicante simple K de la funcién f, entonces z; es una variable sustancial.
Al tachar z{ de K eso lleva o la ¢. e. K’, que no es implicante. De esto se deduce
Ia existencia de la coleccitn & = {0y - « +y Cjogy Ou Cjars = - = ) tal, que
g f&) = 1, pero ,f{E) = 0, Al mismo tiempo § (El) = 1, puesto que K [Ef) =1,
De esto se deduce la sustancialidad de =

5.15. 1NDICACION. S z; entra explicitamente en el polinomio P (z%),
entonces al iitimo se le puede escribir en la forma ;¢ @ R, donde Qv R son
polinomios no dependientes de z; ¥ @ # (. Sea la coleccién & = {ay, - - -

oy Qjogy Gijdps - - oy Gp) tal, que @ (@} = 1; entonces P (G, - « «y Cioyy Zis
Clidty 100y Op) =2 @ R (a]. Ahora la afirmacidn se deduce del problema 5.1, 1).
5.16. No es cierto. INDICACION. Examinar § (77) = 2, @ 2, & . . - & .

5.17. INDICACION. Supongamos que f (") satisface la condicién. Entonces
existe 1al entero i (1 < ¢ << n): que para cualesquiera =, B tales que & € BV,
fe By 1 # (@) == f (F). La afirmacién se deduce ahora de gue para todo i en
B e U B“ hay aristas de cualquicra de las i direcciones.

5.18. 1NDICACION. Véase 5.13.

5.19. Si f (=) se expresa con un polinomio de grade mayor gue la unidad,
entonees sin limitacién de generalidad se le puede presentar en la forma =2, P; &
D o Py D 2Py ® P.. donde P, & 0y Py, Py, Py, P dependen de las variables
Ty v v ey Zpe 508 G (Ogy o s o &p) una eoleccién tal, que Py (&) = 1. Entonces
el componente fas 5 '|” (z™) tiene la formn T, @ By @ bty @ Ay ¥, €0
consecuencia, este componente depende sustancialmente de x; ¥y z;. De esto

se deduce que las tres colecciones buscadas se encontrarén en la cara 32;3' S
Rl

8i f {z™) se expresa con un polinomioc de primer grado y depende sustancialmente
de x, ¥ z,, entonces para oua]quier coleccién (g, . . ., o) cualesquiera tres
vértices en la cara B“ 3 « "son los buscados.

5.21. Supongamos lo c.orltramo. Sin limitacién de generalidad se puede
considerar que cntre todos los componentes del tipo jfx (z™) el componente
i3 (2") es el que tiene el mayor niimero do variables sustanciales. Entonces la
suposicion es equivalente a que f} (0] depende ficticiamente de cierta variable,
por ejemplo de z,, o sea que,f} = {:'12 = !11'92. Como x, esuna variable sustancial
8o cumple aunque sca una do las relaciones fip% == fip% 7132 = /iy % Supon-
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gamos, por ejemplo, que ?i'iaa&fégz. Entonces la [uncién

fi=mili? v othy?

depende sustancialmente de z; y de todas las variables sustanciales do la sub-
{unciin f hz= _f}. Esto contradice a que f} tiene el mayor nitmero de variables
sustanciales.

5.22. 1) Es cierto. Se deduce del problema anterior. 2) No es cierto. yNDI-
CACION. Examinar f (2% = 2,2, \/ zaz5 v las variables z, .

5.23. 1) ;1, ':?,; 2) 1; 3) 2y, =z, 4) =z, Sz, Z3 ~ Xy, 1. 5.25. 6. 5.26. Se
puede; INDICACION. Examinar la funcidn zazpzs WV myzazy V 21255y \ 2025%4e

5.27. Los niimeros de las coordenadas de las colecciones @ B, ¥ se pueden
dividir en los cuatro grupos siguientes:

Ay=({i: my=Pi=v}y As={i: m=po b1 < Wi}
Ag={i: ar <Pp, i=vi)y Ag={ y=Ph=y=1}.

Sean f (&) = f (¥) = o, / (B) = . Entonces si f (©) =7 (1) = o, supone-
mos que I =2, 8l {€4; | d,; que z; =y, si i€ A3 U 4, Si fﬁ)] =g,
/(@) = &, entonces suponomos que z; =z si i€ A;; quo x; =y si 1€ Ay;
que z; =z si 1€ Ag |) A4 8i [{ﬁ) ks 5: cntonces suponemos que x; = z 8i
PE A I Aiquex; = ysiif€ dg que 2y = z38ii€ A, La dependencia sustan-
cial de las funciones obtenidas se deduce del problema 5.13.

529. 2, PP ... Dapn Do, 0€{0, 1} con n=2; 272G VaiP Vv
V 2322, 01 €(0, 1}, 1=1, 3 con n=3; 7§§, =7 \V 2§ con n=2,

5.30. La funcién obtenida de f(z#) mediante la identificacién de las
variables z;, z; tiene la forma :;f“{f AV :uff,’uj. De la condicién se deduce que
por lo menos uno de los componentes fh’, ff,'nj no es idénticamente igual

a Cero.

5.33. INDICACION. Por Jo menos una de las fupciones f, g se convierte en
unidad en un ndmero impar de colecciones.

5.34. INDICAGION. Véase 5.30,

Capitulo 1I

§1

1.2, No, no se deduce. So¢ puede poner {por deflinicién) para cualguier
conjunto M de P, (ineluyendo también el vacio) [M] = P,, o sea introducir
una operacion tal de clausura. Entonces las relaciones 1) —3) del problema 1.1
se cumplirdn evidentemente, y la relacion 4) no se cumplird.

1.3. 1) 8i. 2) No, 3) No. 4) 8i. 5) Si. 6) No. 7) No.

L4 1) (1), 2) {0, 1, 25, 7y} 3) {my o V 3 @1 V 73 V 25)i 4) (4, 200
Xy~ Ty, T B Ty D Tae
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1.5. Sea | (:-:ﬂ) una funcién de una clase cerrada gue depende sustancial-
mente de todas sus variables (n 3> 2). Entonces la funcién fy (41, Yas <+ o ¥nv
gy veor Tp) =1 (F (Wgs Voo o0 02 Unds Tar « o o1 Zn) depende sustancialmente de
todas las 2n — 1 variables (aquil {w1, Yer - » o ¥n} 11 {22y =« o0 20} = @)
Después en la funci6n f; en lugar de la variable y, se puede poner la funcién
f (214 2y + « +» 2,) ¥ Obtener una funcion dependiente sustancialmente de 3n — 2
variables, etc.

1.6, [0, (41, (=], [0, 1}, {0, 2], 14, 2], [=, =, [0, 4, al, 10, 1, =, 2].

1.7. 1) Si. 2) No, no siempre. 3) No, no siempre (son exclusiones sblo
todos los P, y su complemento, la clase cerrada vacia @),

18 3 @@= —p=2Vy z=z @ z @ x 4) De la segunda funcién
mediante la identificacién de todas las variables se obtiene la negacién. 5)
5 m(z, y, 0)=ay, 2 B0="

1.9. 1) K, € K, pero puede haber también una inclusi6n rigurosa K, o K,
2y Ky ?;K.a; por ejemplo con M, = {ay, Dy M= {7} tenemos X, = [zy],
y K,= P,\ [zl. 5) Véase 1.9, 2).

110. 2) My= |z, 0|, My=1z11.3) My=1z 0], My=10|
5) Véase 1.10, 2).

1.41. 1) {0, z}. 2) L,z @ p}. 3) & V y, zeyez). 4) (=@ 1, m(z, v, 2)}
puesto ge 2 @ y @ z = m (m (2, v, 2, m (s Ba) m (z. v, 2)) ¥ en la clase
cerrada [m (z, y, 2)] cvalquier funcién que dependa sustancialmente de un
argumento es igual a la funcién idéntica.

1.12. Sea M una clase precompleta (en Py). Eso quiere decir que [M] 5= Py
pero con cualquier funcidn f € Py \ M tenemos | M U {f} | = Pa. Si [M] =
= M, entonges se podrd encontrar una funcién g de [M] M tal que [M] =
= |M U {g})] = P,. Resulta una contradiccién,

1.13. 8i M} = M, entonces la afirmacién es evidente. Sean MY == M.
Supongamos que M} = M. Como M, y M, son clases cerradas y M| < M,
y M} = M,, entonces cualquiera que sea la funcién f de M, {0 de M,), poniendo
en el lugar de sus variables funciones de M} (= M1), dependientes de la misma
variable z, obtenemos de nuovo una funcién de M}. Perc esto quiere decir gue
afiadiendo a M, una funcién arbitraria g de My ™\ M, (== ¢) tememos [M; U
U {g)] N M = M} == M, y eso contradice la precomplitud de la clase My
en la clase M, -

1.44. 1) [0, 1, 2], [=). 2) [O], 11]. 4) 16, 2}, [z V yl.

1.15. 1) No, no es. 3) No, no es.

1.16. Si z€ M entonces la afirmacién es evidente. Sea x ¢ M. Segin la defi-
nicién de la operacién de superposicién la sustitucién de una funcién idéntica
se pucde considerar como una transformacién que se hace sélo en el conjunto
M en concordancia con Ja operacién de superposicién. Eso quiere decir que
(M U {21 S M U {z}. La inclusién inversa se deduce de las propiedades
de la operacién de clausura.

1.17. Ta afirmacién se deduce de que la funcién z | y forma en P, un sistema
completo.

1.18. Sea f (#7) = const. Si identificando todas las variables en la funcion
7 (@) obtenemos nna funcién idéntica o una negacién, entonces la afirmacion
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es evidente. Sea f(z, ..., z) = const. Para gue esté todo determinado pon-
gamos que f (z, ..., z} = 0. Como f (z") = const, pues existe una coleccién
@ = (ctss v+ .y @) tal, que f (&) = 1. Pongamos que n=zsig=1y que
#y =y 8l a; = 0. Entonces de la funcién f obtendremos la funcién g (z, ¥
que satisface las condiciones: g (¢, 0) = g (1, 1) =0, g(1, 0) = 1. Si g0, 1)
=1, entonces g {z, y) =2 @ y; si g(0, 1) = 0 entonces g (z, y) = 5 — ).
Es evidente que [z @ y |32y |z—+¢|dx

1.20. Como el conjunto P, es infinito-numerable, pues el conjunto de todos
sus subconjuntos finitos también es infinito-numerable. Por eso la potencia
de todas las clases cerradas en P, que tienon sistemas completos finilos no es
mis que numerable,

1.21. Si una clase cerrada en P; es diferente de los conjuntos {0}, {1}.
{0, 1}: entonces contiene una funcién idéntica (véase ol problema 1.18); con-
secueniemente no se le puede ampliar hasta una base.

1,22. Sea &° un sistema completo en M. Tomemos & la funcién arbitraria f1-
Ella no pertenece a ninguna de las clases K, .. ., K, precompletas en M.
Después eligiremos en & la funcién f, que no pertenece aunque sea a una de
las clases precompletas que quedan, etc. El ntimero de funciones que se obticnen
con este proceso en el sistema ' no es mayor que el nitmero de clases precom-
pleias en M. El sistema & es completo en M pueste que en el caso contrario
se ampliaria hasta alguna clase precompleta, y al construirlo, el sistema 5°’
bo se contiene totalmente en ninguna de las clases precompletas en M. Si &
es una base, entonces en la construccién del sistema respectivo .J°" deben de
ser utilizadas todas las funciones de 9 pues de oira manera Hegariamos a la
contradiccion con la irreducibilidad del sistema .

1.23. La demostracién se puede hacer con induccién por ol nimero de
entradas del enlace — en las férmulas que realizan las funciones de la clase
cerrada [z ~ y]. Si en la férmula hay una entrada del enlace —~, ontonces la
formula (con exactitud hasta la designacién de las variables) tiene una do Jas
formas siguientes: z =~ 2 y # — y. En este caso la afirmacién es evidente. Luego,
st 9 = f; - f; entonces hay que examinar dos posibilidades.

{a) La férmula que corresponde a la funci6n f, tiene aunque sea una entrada
del enlace —». Entonces f,=y;V @ (4™ ¥y A =H Vha=y; V (h V Pa)-

(b) La férmula que responde a la funcién f, representa en si una variable
(digames y). Entonces 9 = 7, \/ w.

1.24, Utilicemos la induceidn por el nimero de entradas del enlace —.
Si el enlace -+ entra una vez, entonces tendremos z ~ y, ¥ la afirmacién serd
ovidente. Sea §f = f, (¥") ~ f, (") ¥ que la funcién 7 que responde a la fér-
mula ¢ depende sustancialmente de no menos que de dos variables. Si fo satis-
faco la condicién del problema, entonces | Nyl >2n1y [ Nel =) Ne | >
> 2n-1, Sea ahora que f; depende sustancialmente de una variable. Supongamos,
para que esté todo determinado, que f, == z; {f, no pueds ser igual a la negacién
de la variable, puesto que = ¢ [z — y]). Con esta suposicién f= £, V ;.
Es evidente-que f (1, =, . . ., #,) m=1. Si fuese f (0), Tyy o sy T)=0, entonces
f (21, @3y + .+ . %,) =2, esto contradice a gue la funcién f (z#) depende sustan-
cialmente de no menos gue de dos variables. En consecuencia f {0, z, . . .,
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e T} EOY [Ny > 280 Por fin, & la funcién f, depende de todas las
variables z;, . . ., @ insustancialmenté, cntonces f, =1, pero f=1, o0 sea
quo también depende insustancialinente de todas lag variables z;, ..., Tn.

1.25. Sea K una clase precompleta en P,. Supongamos; que z ¢ K. En
virtud del problema 1.16 1a afiadidura de la funcién = & la clase X no lleva a un
sistema completo en Py (pues [K U {z}l = K U {z} b z| y). Esto contradice
la precomplitud de la clase K.

§2

24. 2) No. 5) Si. 23. 1) zzVut. Y zy @y @ 1.

2.4, Emplear induceién por ¢l nimero de entradas de los enlaces del con-
junto {0, 1, 77, &, V} en la férmula ¥.

2.6. Supongamos que i=1 0 sea qus la funcién f(z") dependa sustan-
cialmente de la variable z,. Entonces se podrin encontrar las colecciones
G (O, gy +eey@n) ¥ = (s gy oeny @) tales, que f (@)= [ (@), Como f*X
X (1, Gy weer @n)=F (0, gy <ovs U} ¥ F* (0, &gy oens@) = (1, gy ovy ), €DEODCES
48, Gy err,Gn) # ¥(0, Gg .--,Gn)s 0 68 que z; es una variable sustan-
cial de la funcién f* (z7).

2.8, 1) 0, 2) 2n-1, 3) 1. 2.9. 1) Si. 4) No. 5) Si.

2.10. Emplear la descomposicién: T = 2 (0, Ty « ooy 2) V o2f (4,
Zay + oy Zph

2.11. 8i f (z") es una funcién autodual, entonces en cualesquiera dos colec-
ciones contrapuestas de valores de las variables ella toma valores opuestos.
En consecuencia, el nimero de colecciones en las que la funcién autodual f (=™

toma el valor 1 es igual al nimero de pares de colecciones contrapuestas (de
longitud n), o sea | N;} = an-1,

n=1 n-1—§
243. 3 (—Dich? , n=A.
i=0
2.14-3!@?@31%@”&3&{1’“[3‘ Yy z), m{x,y,z)ﬂ)‘l,
mE, @@y, mnydBzeydl, m, y ) @rdz n(zn
N@r@z@1, miz v ) Gy&amis, v, ®yez@ 1. Con facilidad
se comprueha que m (z, y,8 = m{z, y, ) BT Dy, m (2,4, H=m (2, 1, ) D
Dr@ezol, n(zuna=m ) ol
245. 1) Con n=3.2) Con n=4m+ 3, m=0,1, 2, ... 3) Con nin-
gin n == 2 la funcién no es autodual pues f fﬁ] = f (1). 4) Con n > 3 impares.
2.16. S6lo con n impares.
247, 3) gG']":yl@ Yo Bl Dy B ysES‘ m(;l., x5, NES ¥y
m (z,, x5, f) € S. 8i j € 5. Sustituyendo en ¢ {#®) en el lugar de y; la Juncién
m (7, Ta f) = 5] @ 2 @ Zyzy; en el lugar de y, la funcidn m (zy, 2y f) =
= z,f @ sf @ To%y; en ol lugar de la variable y; la variable zp, ¥ en el lugar
de y; v de y; las variables z, ¥ =, respectivamente, obtendremos Tf ® T @

@ Tz D Tf B Tsf B 27y D Ty D 2y B 75 = T @ nza B Iof ® 7,73@ T, D
B Ty .
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248, 1) Tenemos f (@) \/ f* (@™ = f(ry, + - -, Zn) * F (F11 ¢+ 2y2n) = const.
Esta constanle no puede ser O, puesto que en el caso conlrario se ticne rue
cumplir la relacidn !(Z”)E 1. Por eso f{x;. ...,mn]-f(fl.....gn} = {. Par-
ticndo de la igunldad | Ny |==| N, |, deducimos que cada wna de las funcio-
nes f(z7), f* (@) y f (#)=f (23, «.., zn) licne unu nimero de coros igual al
plimero de unidades, o sea, INjl=|Nl=|N;j=2"1, En consecuoncia,
en virtud de la relacién f.f* =0, f(@")=0 =i, ¥ sélo si, /' (@")=1. Iin con-
secuencia, f{z") = f* (=").

249. 3 (c } ) > (z @z = 1.

2.20. Sea f(<") una funcién no sutodual v todas sus » variables (o= 3
sustanciales. De la no autodualidad de f se deduce gue existen dos colecciones
contrapuestas, & = (%, « . ., @) ¥ & = (dg, + - ., an), en las gue la funcién f
toma los mismos valores. Primero suponémos que f {Tm =f {T“) ¥ en conse
cucneia @ s« 0 y & £ TP, Examinemos la funcién g (z, 1) la que so obtiene
de f () como resuitado de la sustituciin por z do toda varialile z, tal, que
@y = 0y de la sustitucidn por » de cada una de las variables que quedan. Tene-
mosque g (0, 0) s=g (4, 1yg (D, 1) = g{1, 0). Es evidente queg (x, ) € S.
Supongamos ahora que 7 (07) = !ﬁ:")‘ Como ;‘(';"} = consl {pues depende
sustancialmente de no menos que de tres variables), entonces se podra oncontrar
una coleccion B = (B, . . ., By} tal, que f (B) = 1 (67). Partiondo do la colec-
ci:’rn’vﬁ construimos la funcion & (x, #): si B; = 0, entonces en § G:fl) suslituisnos
a la variable x; por z, si fi; = 1, entonces sustituimos a =; por y. La funcidn
i (x, i) satisface lns siguientes relaciones: h (0, 0) = & (1, 1) == 4 (0, 1). Es

evidente que & (z, ¥} depende sustancialmente de dos variables ¥ es no autodual.
2.21. Véasze el problema anterior,

2.22, No es dificil mostrar (véase el probloma 2.14) que m (2%, #f, V) =
=& BV 8 m(a, B, y) =0, entonces m (2%, B, ) =T En conse
cuencia colocando en m (2%, yP, z¥) en el lugar de z, y ¥ z esta misma funcién
m (2%, B, z¥) abtendremos m (z. , 2), 0 bien una do las funciones m {w, oy, D
Sr@y miz, vy, Bz Dz mir, y. z) § y &= Si tevemos una dp las
tres filtimas funciones, entonees a la funcién m (z, y, z) 13 construimoes Tdcil-
mente. Por ejemplo m (r, g, m(z, 1, 2) D x DY) Bz B y=miz, y, 2)
Ahora mostraremos que de fa funciém m (x, y, ) se puede obtener una funcidn
que deponda sustancialmente de n (> 4) varisbles. Si » es impar y n 3 5,
cntonces tenemos que g; (35) = m (zy, #g, m (23, Zgy 25))y . vy Bappp (THH) =
= gay (#10 X, v ooy Tgpeny m %y Ty @) - o Es fdcil demostrar (con
induceidn por ) que cada una de estas funciones depende sustancialmente de
todos sus argumentos. Para un » par, sea » = 2I > 4, la funcién correspondiente
se obtiene, por ejemplo, de la funcién g,p4; si ponemos T31 = x5. En la demos-
tracién de la dependencia sustancial de las funciones g, (z7) de todos los argu-
mentos que entran en ollas, es itil tencr en cuenta que la mediana = (z, ¥, 2
esigual a 1 sdlo en aquellas eolecciones que contienen no menos de dos unidades.

2.24. Hay quo tomar una coleecién arbitraria {0ty @3y « .« oy @p) de valores
de las variables ay, xa, . .., &y ¥ comparar en esta coleccién el valor de las
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partes izquierda y derecha de la relacion dada en el enunciado del problema.
Es atil hacer diferencia en dos casos: (1) entre los valores deluy, ¢, ¥ &g hay
no menos de dos ceros, (2) entre a,, o ¥ ¢ hay por lo menos dos unidades.

2.25. 1) En la resolucién del problema 2.22 se mostré como de m (=, ¥, %)
o de m(z, 7, 3} se construye la mediana m (x, ¥, 2). Luego, m (z, =, z) =
= m (z, ¥, T) = 7, y por eso (véase el problema 2,23, 1)) de (@ ¥, 2 (o de
m {z, 7, 2)) se puede construir la funcién z & y @ 2. Las funciones autoduales
de un lugar (v z) evidentemcente se contienen en [m (x, ¥, ) (yen [m (z, v, 2.
Como se deduce del problema 2.42 no existen funciones autoduales gue dependan
sustancialmente do dos variables. Finalmente, empleando el problema anterior,
deducimos que para la construccién de cualquier funcién autodual de n = 3
variables es suficionte tener todas las funciones autoduales de n — 1 variables
(y también las funciones m (z, ¥, z) Yy ® y @ zsi n = 3). 5i n = 3, entonces
se puede emplear el resultado que fue formulado en el problema 2.14. (0BSERVA-
c16N. El problema 2,14 se puede resolver empleando el resultado del problema
2.24 y la funcién 'z, 2 @ ¥ ® 3 ¥ m =z, g, 2.) 2) Sea f (&™) una funcién auto-
dual arbitraria} y sean todas sus variables sustanciales (n = 3), Mostremos
quesinzzdy/f Gﬂ} no es funcién lineal (o sea que no cs represeniable en la
formaz, @z @ ... & z, ® ¢, donde ¢ € {0, 1}), entonces de f (z") mediante
la operacién de identificacién de las variables se puede oblener una funcién
autodual, no lineal, sustancialmente dependiente de tres variables. (Si f es una
funcién lineal autedual, entonces para ella la afirmacién andloga es evidente).
Asi, supongamos que f (5“) es una funcion no lineal sustancialmente dependiente
de n > 4 variables. De la no linealidad de la funcién f se deduce que en el poli-
nomio de Zhegalkin que representa esta funcién habrd aunque sea un término
no lineal. Supongamos, para la determinacién, que en este término no Tineal
entra la variable z;. Entonces f = 2Py (Tas o« oy Zp) @ Qo (T2y « o oy Z3) Y Py =
= const. Tomemos la coleccién (g, .. ., @,)en la quo p; se vuelve 0. Tomemos
{0, day « o vy &) = f (1, ttgy « .+, o). Veamos dos casos. Primero supondre-
IN0S qUe &y = « « » = @, = 1. Como z, s una variable sustancial de la funcién f,
pues habré dos coloceiones f y ¥ vecinas por el primer componente y tales que
) el ). Es evidente que estas dos colecciones son diferentes de las colec-
ciones 1 y (0, 1, .+ ., 1). Sustituyamos aquellas variables x; que en las colec-
ciones Py} son ceros por la variable y, ¥ todas las demés variables, excluyendo
a z;, por z. Obtendremos la funcién g (=, y, z) que satisface las relaciones:
g0, 0, ) =0, g(1, 0, 1) = o y en virtud de la autodualidad de la funcién
Lell,,0=0y¢(0 1,0 =0 8igd {,)=0( g0 1, 1)=0)
entonces g (2, ¥, D) =m(Z, ¥, 3) @G y sl g, 1, N=6=g0, 1, 1,
entonces g (zy, ¥, 3} = m (zy, ¥, ) ® 0. Examinemos ahora el caso cuando
no todas los agy . . ., o, Son iguales a 1. Ademds, debido a la autodualidad de

12 funcién §, no todos Jos &; son iguales a 0. Tomamos las colecciones 1 ¥ 5=
= (0, 1, vuup 1). 81 (1) = (8) entonces las colecciones mencionadas ante-
riormente B y 7 son diferentes de § y do 1, v todo se reduce al primer caso. Si
FMossg (“6}. entonces hacemos la identificacién de las variables en la funcién
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f(?:") partiendo de las colecciones (0, ogy . .., @y) ¥ {1, ctgy .. ., o, ). Obte-
nemos cierta funcién autodual b (x;, y, z) quo satisface las rolaciones h (T) = g,
B{0,1, 1) =105,A(0, 0, 1) =h(1,0,1). Si A4(0,0, 1) =0, entonces
hiw, v, ) =m(z, §, 2 ® 0. Y si & (0, 0, 1) = G, entonces & (z;, y, 7) =
= m (xy, ¥, z? & a.

Como de ura funcién lineal mediante la operacién de superposicién se
puede obtener solamentc una funcién lineal, pues cualquier sistema & completo
en § tiene que contener la funcidn autodval no lineal f(;"} de la que, como mostra-
mios, so construye la funcién del tipe m (2%, B, :¥), donde «, P y v pertenecen
al conjunto {0, 1}.8if (z, z, ..., ) = z, entonees [7 ()] contione m (=, 7, 2)
{(véase el problema 2,14} y por eso [/ (z"})] = & (véase el problema anterior).
Supongamos ahora que f (x, z, ..., z) = &, 0 sea que f conserva el O (y el 1).
Entonces en & tiene que haber una funcién f; (z™) que no conserve ¢l 0. Si f,
es una funcién no lineal, entonces [,] = S. $i /, es una funcién lineal, entonces
lf, 11 = § v {f, #;) es una hase en § (la funcién f genera sélo funciones que
conservan el 0, y la f;, s6lo funciopes lineales).

2.26. 1) No se puede, puesto que f€ S, ¥y g4 S. 2) Se puede.
2.27. El mayor n es igual a 4.

2.28. Hay dos tales funciones: z, & =, ® 2, & z, @ o, donde o€ {0, 1).
2.29. 1) No. 2) Si. 3) No. 4) Si.

§3

3.2, Supongamnos que f(z") toma valores contrarios en cualesquiera dos
colecciones vecinas. Sea f(0)=o0, entonces f(x)=0, si 6] nimero eyl es
impar, y f(@)=0, si ¢l nimero || || es par. Supongamos que Ig (';ﬂ}==z,e;
DzyD ... Bzn@o. Entonces Ny=N;,. Por la unicidad de la representa-
cién de las funciones con polinomios, f=I, ¥y, en consecuencia, feL.
Lo inverso no es cierto. Vease, por ejemplo, f{z%) =z, @ z.

8.6. 2". RESOLUCION. Supongamos que f (%) = oy @ . . . @ ¢y T Cpuye
Puestoquef € Stenemose; (1 @ 1)@ + .. By (2, B 1) Bepar & 1= f (20

n
De aqui que E ¢; = 1, o sea que el nimero de coelicientes ¢;, | = 1, n, iguales
41

a la unidad, es impar. En B™, el nimero de vectores (¢y, « . ., ¢,) de peso impar
es igual a 27-!, Se puede escoger el coeliciente ¢, 4, arbitrariamente. De esto
se deduce la afirmacién.

3.10. 8i f (#M) € L y f (z") depende sustancialmente de todas sus variables
entonces f (z") = z; ® .. . @z, ® 0 donde G € (0, 1). De esto [hcilmente
se deduce la necesidad de la afirmacién. SUFICIENGCIA. Supongamos que f € L.
Entonces existen dos colecciones vecinas o y ﬁ' tales que § (EE} = f (ﬁ) (véase
8.2). Sea i el niimero de la coordenada en la que & y P se diferencian. Entori-
ces flay, « oo @iy By Ogaqy - -+ &y) ficticiamente depende de z;. L
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3.41. Sea P (z™) un polinomjo de grado k = 3. Sin limitacién de generali-
dad so puede considerar que la c.e. 4 = zyz, . . . 7 es un sumando del poli-
nomio P. Suponiendo #j = zy4y = ... = z, obtendrcmos el polinomio ¢
cn el que A es la tnica c.e. de rango k. Pueden haber varios casos, a) Todas las
c.e. de rango k — 1 sobre el conjunto X% entran en el polinomic {. Pongamos
iy = xp. b) Existen talesi,j (1 < i <j<k)quelasce.ay . .. TqT 4

L. XY R .. TjaZjey . .. & faltan (no las hay) en Q. Entonces suponemos
zy = z; ¢) El nimero de sumandos de rango & — 1 es igual a & — 1. Supon-
gamos que-en Q faltan (no las hay) las c.e. z; . . . 23, 5. Entonces identificaremos
las variables z; ¥ x. En todos los casos obtendremos un polinomio de grado
B —1.

3.12. Veamos el polinomio P que realiza la funcion f. Si el grado del poli-
nomio P es mayor que 2, entonces, mediante la identificucién de sus variables,
se puede obtener un polinomio ¢ de grado 2 (véase 3.11). Sin limifaciin de
gonerakidad se puede considerar que z;7, entra en (. Tdentificando todas las
variables diferentes de =, v x, obtenemos una funcién no lineal de tres variables.

3.13. Del 3.12 se deduce que identificando ciertas variables de la funcidén
f se puede obtener una funcién de tres variables que so realiza con un polinomio
de segundo grado. Es necesario sélo mostrar quo si en este polinomio hay exacta-
mente dos sumandos de segunido grade, entonces, con la identificacion de las
voriables se puede disminuir en uno ¢ste numero. Si, por cjemplo, en P entran
Ty ¥ &%3 PEro no enlra Z,7,, pondremos x = iy

314 S f G") ¢ L entoncesexisten i, jtalesque f (zm) = TPy @ Py &
@ z;y @ Py, donde P; es una funcién no dependiente de 7y ¥ de 25y Py = 0.
l'ongamos que i = 1, j = 2. Que %= {ttg, -+ o oty) la eoleccion de valores
de las variables 5, . . ., %, tal que Py () = 1. Entonces @ (), xp) = f {z(, =y,
gy « oy By) = g7y @ gy, x,), donde I (v, x,) cs cierta funcién lincal.
La funcién ¢ (&, ,) se convierte en unidad en un nimero impar de colecciones.
De esto se deduce gque la cora B;asan " es la buscada.

3.18. Sea f € L. Si # forma una base en £, entonces f (0) == 0 y 70 a1,
en consecuencia, f dependo sustancialmente de un ndmero impar de variables.
Pero entonces ella es autodual ¥ no puede formar base en L.

3.19. 8i @ es un sistema de funciones completo en L, entonces en M existe
f; € S, o sea una funcién sustancialmente dependiente de un nimero par de
variables. Entonces de €] se puede obtener una constante. Que esta constante
sea . En @ también tiene que estar la funcién f, § Tg. Colocando la constante
a cn ¢l lugar de las variables de la funcién f; obtendremaos a. En @ también
estd la funcién f; que depende sustancialmente de mds que de una variable.
Se puede ficilmente ver quo [0, 1, fg] = L. Asi, de cualquier sistema completo
en L siempre se puede formar un subsistema completo formado de tres funciones
De esto se deduce la afirmacitn.

3.20. Hay. tres clases {0}, {1} vy {0, 1} compuestas sGlo por constantes,
dos clases {z} v {, 7} formadasd de funciones dependientes sustancialmente
exactamente de una variable, cuatro clases formadas de funciones de no més
de una variable y que contienen constantes y funciones diferentes de constantes:
10, =, 4, =], [0, 1, =], [0, 1, =, z]. i una clase de funciones lineales con-
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tiene una funecién que depende sustancialmente de mds de una variable, entonces
olla contiene wna [uncién de un nimero par de variables, o bien no contiene;
contiene una funcién que no conserva 0, o bien no. De aqui se deduce que las
clases [z @y @B 1, [r@y @zl [2@pl, [+ @y @ 1], L son sélo clases
cerradas de funciones lineales que contienen una funciin gue depende sustancial-
mente do més de una variable.

3.22. 1NDICACION. Sif (‘55) gatisface la condicién y no es autodual, enton-
ces para todo @ € BY, f (w) = § (o-t}. en consecucncia, f se puede dar por completo,
dando su valor en las colecciones del tipo (z;, @, 0). De la condicién 1), ademis
se deduee que la funcion f se convierte en unidad exactamente en dos colecciones
de este 1ipo. Asf, existen no mis de seis funciones no autoduales que satisfacen
lag condiciones 1y y 2). Es fcil comprobar que todas cllas son lineales.

3.25. Para n == 2 tales funciones no existen. Todas las funciones del tipo
5z, @ ox @ Pry & v (e, B, ve {0, 1) ¥ sélo ellas satisfacen las condiciones
1) ¥ 2).

3.26. Dos con n impar, U con n par. 3.27. De cinco manoras. 3.28. f (o, . . .
oy By @p) = 1. 8,28, Con n impar. 3.30. Véase 3.14. 3.31. Véase 3.13.
3.32. xy, NV, zly 2}y

3.32. INXDICACION. Aungue sca una de las funciones f;, f,, 75 no es lineal.

§4

4.2. 2) Con n pares. 4) Con ns=d4k — 1, k=1, 2,

4.3, 1) Con todos los n = 2. 3) Con n=3k, k=1, 2, ... &4 De 7 mane-
ras. 4.5. 2) 3.227-2; 5) 3.2n-1; gy (22" —22" )2 12) @; 45) 220 4L
1). No se puede puesto que =Py 4T vy z > e Ty

4.8. 1) 5i f ¢ T, pues su polinomio no ¢ontiene 1 en calidud de sumando.
For ¢so se puede expresar fporzy y o @ y. Laigualdad Ty =z VW y, 2 ® y |
ze deduce de lo anterior ¥ de que z V y = ay & =z & Y.

4.9. Sea @ wuna base en T3 Enlonces existe f, € @ ~ 7. Identificando
todas sus variables obtendremos la constante (0. En (I existe también la funcién
{2 que no es mondtona. La funcién /, es también, evidentemente, no lineal.
Mediante la identificacién de las variables y la sustitucién de 0 de f, se puede
obtener la funcién qq {r, ¥} del tipo zy @ ox ¢ ty, o, T € {0, 1) (véase 3.13).
Como j, no es mondtona, enlonces existen unas colecciones @ y"ﬁ tales, que
c<Pyi@ >7f (ﬁ). Sen A (respectivamente B) el conjunto de las coordenadas
de Ia colecciénZ {P) quo son iguales a la unidad. Examinemos la funcién ¢, (z, ¥,
z) que se obtiene de f, si se hace en ella oy = zcont€ 4; 5; = peon i€ B,
y ;= zconi & B. Tenomos @, (0, 0, 0) = ¢, (1, 1, 0) = 0, @ (1,0, O) = 1.
Si en este caso 9, es una funcién autodual, entonces, o bien @, = s @ y @ z,
o bien @ = zy \/ 2z \V yz. En ambos casos tendremos [0, ¢y, @i = T,
Si gy no es antodual, entonces examinamos la funcidn @y (=, ¥) = @q (2, ¥, 0).
Tenemos gy = = & y, o bicn gz = z;. Si g3 = z @ y, entonces [§y, gl = Ty.

En el caso de que ¢a= 2y ¥ @ =z V y, todas las funciones obtenidas 0,
@1, s pertenecen a una clase cerrada que es precisamente la clase G formada
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de todas las funciones f tales que para cualesquiera dos colecciones &= {(ay, ...,

v &) ¥ B = (Byr ..., By) tales, que f (@) = f (), existe un ¢ para el cual
@; = fi; = 1. A causa de la plenitud de ® en 7, existe una funcién 7y no per-
teneciente ala clase G.[La funcién f; tiene la propiedad de que existen unas colec-
ciones @ y B tales, que 7 (&) = f (B} y en @ y B no hay coordenadas unitarias
comunes. Sea 4 (B) el conjunto de coordenadas unitarias de la coleccién o
(respectivamente de ). Sea g, {z, y) una funcién que se obtiene de fasustituyendo
a z; por z cuando { € 4, con y en lugar de x; si { € B, a las z; por 0 cuando i §
€A | B. Entonces g, es « \/ y o bien =z @ y. En los dos casos tendremos
[z, @41 = Ty. Asf, de la plenitud del sistema @ en Ty so deduce que en él
existe un subsistema que contiene no mfs de tres funciones. Precisamente de
esto se deduce la afirmacidn.

4.10. Anilogo al problema anterior. Utilizar el hecho de quo en un sistema
completo existe una funcién mondétona y una de las funciones far o€ {0, 1}
que no pertenecen respectivamente a las clases G, compuestas de todas las fun-
ciones f tales, que para cualesquiora dos coleceiones & y B- en las que f (@) =
= f fﬁ) = 0, existe tal i, que las [-ésimas coordenadas de las colecciones & yFﬁ
son iguales a 0. Ejemplo de base de una funcién es el conjunto {zy @ =z & u}.

4.11, INpicAciON. Examinar la funcidn zy @ y @ =.

4.12. 3) Haromos la demostracién de la plenitud del sistema @ =
={zyV2zVy:, 2@y @z en Ty § por induccién. Las funciones de
Te 11 S que dependen de no més que de dos variables, se cbtienen mediante
la identificacién de las variables y de las funciones de ®. Supongamos que todas
1as funciones de 7, M S gue dependen de menos que de n {» == 3} variables son
superposiciones de las funciones de @. Supongamos que f (z™) € T, N 5. Enton-
ces f{xy, Ty, Tay Ty, - v oy Zn), f(Za, Xoy %30 Tay « v o0 Ta)y F @i Ty 2 3y, o, z5)
dependen demenosde n variables. Ahorautilizamos el resuitado del problema 2.24.

4.18. f(1, 1, 1) =0, ya que f€ Ty f (1, 0, 1) = O puesto 'que f¢& M,
f(1, 0, 1) = f(0, 1, 0) = 0, puesto que f ¢ S.

4.14. 8i f € L entonces existe un k = 1 tal, que / es congruente a z, &
D ry D ... B aggaqPl. Sif § L, entonces mediante la identificacién de las
variables se puede obtener una funcién ¢ del tipozy @ o (z @ ) & 1, o £{0, 1},
o bien zy ® =z @ yz © 1. En los dos casos L NS | ¢ .

4.18. Mostremos, por ejemplo, que Ty, 1 L es una clase precompleta en 7.
Supongamos que f € Ty \ L. Identificando las variables de / se puede obtener
la funcién @, que tiene el tipo zy @ ! (z, i), oeltipozy @ =z @ vz ® I (2, v, 2),
En ambos casos el sistema (= @& y, ¢} es completoen Ty, 0 seaque | (7, 1 L) U
U= T,

4.19. INDICACION. ay @ s € T\ (ML UL U S) v {4, a2y ® 2} es un
sistema completo en P,.

420, 2y @ 24 ® x,4. 4,22, Indicacion. Véase 3.20.

4.23. Demostremos que si f ¢ (7, N 7y} U S, entonces de ella se puede
obtener una constante. Si € Py T; 0 f € T; \ Ty, entonces identificando
todas lag variables en la funcién f obtendremos una constante. Supongamos
que {€ Ty U Ty Puesto que f & S entonces f depende sustancialmente de més
de una variable y las variables se pueden identificar de tal manera que se ob-
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tenga una fancién sustancia mento dependiente de dos variables, precisamente

una de las funciones es =y o z\/ y. En ambos casos se puede obtener una cons
tante.

§5

5.2. 1) n= 2, 3. 2) Con n pares. 3) Con n impares.

5.4. Emplear la descomposicion de 5.3.

5.5. Dos funciones, de las cuales una tiene variable ficticia.

5.8. 1) No es cierto. Examinar f (z%) = z, y las colecciones (110), (001).

5.12. E, n [unciones.

5.14. Supongamos que la implicante simple 7 de la funcién f (':..:"} contiene
una negacion de la variable. Sea, por ejemplo, [ == =L, donde L es cierta c.e.
Examinemos Ny = {E; L (aﬁ = 1) y la coleccién arbitraria 0, oy, + .+ .y o, de
Npe A causa de la monotonia de § (1, @y, « - -y @) = 1. De esto so deduce que
zL, y, en consecuencia, también L, son implicantes de la funcién f. Esto con-
tradice el que I es una implicante simple.

5.16. Siempre que J:=4H—2(k;2 <l “:2) vy para k=4l

k—1 n—1
+1 ( —<i< it ) .

5.18. 1) Existe, 2) Noexiste, INDICACION. La [.n.d. abreviada 7 dela fun-
¢ién f tiene una longitud igual a tres. La férmula Z* que es dual a &, es la
f.n.c. abreviada de la funcién j*. La f.n.d. abreviada de la funcion f se obliene
de Z* abriendo los paréntesis y aplicando las reglas 44 = 4, A VA =4,
A \/ AB = A. Examinense todos los casos en los que la f.n.d. abreviada de la
funcién f® tiene una longitnd igual a tres,

5.19. 1) Todas las unidades inferiores de una funcién monétona son incom-
parables de par en par. El nfimero miximo de collecciones ‘ncomparables de

par en par en B™ es igual a ( ";2]) (véase I.1.15).

5.21, Todas las funciones f (z) tales que f (@) = 1si |z | > n/2y f (&) =
= 0si || &1 <[{n — 1)/2]. Son monétonas.

5.22. 1) 2; 8) n+4 2; 5) 27 —2n — 2.

5,23, 1) Supongamos que f(x';‘) = M 1 §. Examinemos la descomposicién
i= —5,, 8 \/ znff. Como f es autodual, entonces((/f)* = f3. A causa de la monoto-
nia de ftenemos que /3 € M, [T € M, fi V 1§ = f1. Asf que si la funcién /] de
M esth dada, pues la funcién f también estard dada. S6lo queda convencerse de
que con 7 => 1 existe una funcién f € M=l tal, que f \/ f* 5= {. Se puede tomar,
por ejemplo, la funcién f (21, 21, + + «y Zn-1) = 0. 3) Supongamos que f (zm € M,
Si estd dado ol componente m.}z entonces f se determina por monotonia en por
lo menoz 27-* colecciones més: si (e, ..., &¢y) 08 cierta coleccidn y f }'02 (1, 0, o3,
veer &) = 0, ontonces f (0, 0, gy .+« @p) = 0; 81 f13% (14, 0, &g, . . oy 0tp) = 1,
entonces f (1, 1, &g, . . -, &) = 1. De este modo para dar f (#™ € M es suficiente
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dar Joscomponentes /1%, /3,% y acabar de determinar la funcién por monotonia,
®ntonces f quedard indeterminada para no més de 27-? colecciones.

5.25. me (1) = 1, mg (2) = 2, me (3) = 12, me (4) = 126.

5.26. Tenemos | M? | = 186 (véase 5.24), | §% = 256. Luege la afirma-
cién se demuestra por induccidn teniendo en cuenta que | §% | = | §7-1 2,
| M7 < | MR,

5.27. Cualro,

5.28. Sea f (z*} € M. Para cada cadena creciento Z € B™, o hien flay =0
para Iodos los P € 8™, o bien exisle una coleccién P € Z tal, que f =1y

fla) = 0 para @ € Z, @ < P. Sea dada la particién de B ¢n (in?ﬂ) cadenas

creciontes. Entonces para representar la funeién /(z") € M cs suficiente indicar
para cada cadena de la particion si hay en ella un vértice o tal, que § [E} L
¥ si lo hay, entonces dar aquel virtice f para el cual r(ﬁ) = {yf (@) =10 para
todos los @ € Z tales, que & < f, Puesto que la longitud de cada cadena crecien-
le no supera a n+ 1, no se tienen més de n -+ 2 posibilidades para cada
cudena.

5.20. Examinemos la particién del cubo B™ en cadenas crecientes no inter-
secadas, indicada en el problema I. 1.18. Esla particién tiene las siguientes
propiedades. 1) Las cadenas de moenor longitud tienen no més de dos vértices.
2) Para cada cara hidimonsional gque contiene tres vértices de una cadena que
tiene & -+ 2 virtices, el cuarto vértice de la cara se contiene en la cadena de
particién que tiene & vértices. Do Ia 1) se deduce que en cada ¢adena de longitud
miniméa una funcién monétona puede ser dada con no més de tres procedimientos.
De la 2) se deduce gque si una funcidn monétona (purcial) estd determinada en
todas las cadonas que Uenen & unidades, entonces en cada cadena de longitud
k4 2 esta funcién estd determinada por menotonia en todos los sitios menos,
pucde ser, en dos vértices. En consecuencia hay no més do tres maneras de acahar
de determinarla en cada una de tales eadenas. Tomando en cucnia que el nimero

n
In::2] ) , tendremos que | MP | < 3(["-"3]) '

5.32. {zy V ) (m3 V 3) ... {Taga V Zap)-

5.33. Toda funcidn que depende sustancialmente de no mas de una variable,
Liene 1o mis de una unidad inferior.

H.34. INDICACION. Véase la resolucién del problema 1.1.36, 4).

5.39. 1) No se puede. 2) No se puede. 3) So puede,

5.40. La afirmacién acerca de que cualquier funcién j {@™) € M es repre-
sentuble con ayuda de superposiciones sobre las funciomes del conjunto
{0, 1, xy, =z \ g}, se puede demostrar con induccion por n empleando 5.3. Deg-
pués Ja afirmacion se deduce do que {1, ay, r WV 3 S Ty, {0, 2y 2 V 1} S Ty
y de que del conjunto {0, 1, = V' y} no ze puede oblencr la funcidn zy v de
{0, 1, 2y} no se obtiene Ja funcién = V y. 5.44. No se puede, 5.45. No se puede,

5.48, Toda basc en M contiene constantes y también funciones que depen-
den sustancialmente de no menos que de dos variables. Por otra parte, sea @
una hase en M que contiene maés de cuatro lunciones. Entonces, por lo menos tres
de ellas dependen de mas de una variable. Entre estas funciones se encontrard

de cadenas es igual a (
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la funcién f; que no es conjuncién elemental. Entonces mediante la sustitucion
de Jas constantes obtendremos z \/ y. T'ambién estd /2 que no es disyunciin
elemental, de ella obtenemos zy. Entonees {0, 1, f1s 12} es un subsistema completo
en M.

5.49. Véase 5.48. 5.50. 2) {1, xy V z). 5.51. Viase 2.24,

5.53. Mostremos, por cjemplo, que M ) Ty cs precompleto. La dnica
funcién f € M\\T, es la constante 1. En M N 7, se encuentran las funciones
0, zy,  \/ ¥ las que junto con 1 forman un sistema completo en M. Sea que
existe una clase cerrada ¢ més, que no sc contieno cn pinguna de las condiciones
enumeradas anteriormente. Entonces existen f; & M ) T, fo&M N7y fy€
€EFZ U {0, 1), 1,69 U {0, 1). Entonces f, =1, f, =0 de [, mediante Ja
sustitucién de las constantes y la identificacion obtenemos zy, y de 4 la fun-
cién 2 \/ y.

§6

6.1. Suponer lo inverso y utilizar el eriterio de plenitud,

6.2. 4) Es completo. 6) Na es completo. 7) Es completo. 8) No vs completo.

6.3. Mostrarque T€ 7, U 7; U L U M.

6.4, 1) Puede ser que no sea completo, por ejemplo, f, (z%) =
= {zy, T3, %5) B2, D2y, fy (@) =(2y ~25) V&3 ¥ quo sea completo, por
cjemplo, fy (;")=mi:1. ZavEa)s Ta (;5}-——:-1 \ zg73. 2) Es completo. 3) No es
completo.

6.5. Es completo. Muestre que /, ¢ Ty UL US UM y jy 4 Ty

66. 1) (zy @z, (2@ ~2h (VN EVY, @@y ~z mizy ).
N0, (=l 2 Loy @B lle~n ~2 (| @) —
— £}

6.7. {z L v} (zloh t@w @z ® 1 (v o), {72 V) (& 2=y
ey, whihbzdpzVyh W Le@y@y) (0,1, 2@y @ 3, 1),
0@y ds, 2V, (0L, 2®y ®z miz y 2

6.8. Hay 7 basges de estas: dos de ellas contienen una funcién cada una, tres
contienen dos funciones y ademds dos bases cada una de ellas, las que contienen
tres bases pueden ser seleccionadas del sistema completo {zy, = Vv, = @ g,
# ~ y;

6.9. 1) — 3) Se puede. 4) No se pueds.

6.10. No existe. Supongamos que f; = 1, Entonces /; ¢ M vy f, ¢ T; o hien
f1 ¢ 8. En el primer caso se puede «oxtraers la funciin f, v en el segundo, la
funcién 4. En forma andloga se investiga la posibilidad ligada a la relacidn
fz = 0. Supongamos ahora que /, =1 y f;, = 0. 8i {, § M entonces ¢l sistema
[F1s fas [s} s completo. Sea f3 € M; entonces la funcidn /, tiene que no pertene=
cer a la clase M. Si f; € L, entonces el sistema {fy, /5, f,} es comploto. Queda
examinar el caso cuando fy € L~\M. Como f, € § U M y f, € L, enlouces f,
depende sustancialmente de un ndmero par de variables (v es diferente do lag
constantes 0 y 1). En consceuencia, o 7; ¢ T4, o bien f; ¢ Ty Por eso uno de los
sistemas (fy, f;, f4} o {fs, f5, f4} Torzosamente serd completo.
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6.11. 1) Py 2) MN(To U LY =@. 3) M\(T, N T = (0, 1}. 4 M n
NT NT.5 To NL.8) 8.7 LS. 8 T 9) Ty N Ty

612. 1) Ky = K,. 2) Ka P Ks 3) Ky 2 K, &) Ka 2 Ky 5] Ky = K
6) K3 K,

6.13. 2} 56.

6.14. 1) Si f&@ To U T, U S, entonces f == const, f(0) =1 y f{{) = 0.
Significa que f ¢ M. Si fuese f € L, entonces en virtud de la relacién f ¢ T, U Ty
ia funcién § tendrd que haber dependido sustancialmente de un nimero impar
de variables (y que haber tenido un término libre igual a 1). No ohstante, enton-
ces f€ §. 2) El nimero de funciones de Sheffer en el conjunto P, (X®) es igual
a la diferencia entre el nimero de todas las funciones f (&™) que satisfacen la
condicibn: 7 {0) = 1 y f (1) = 0, y el niimero de funciones autoduales que se
someten a esa misma condicidn. Asi que en P, (X7 se contienen 22"-2 — 2271
funciones de Sheffer (n = 2).

6.45. Sea § (z™) una funcién de Sheffer (aqui » = 3 y todas las variables
son sustanciales), Como f {?ﬂ) € &8, entonces habra dos colecciones contrapuestas
P T @ = (@5 v E,,) en las que la funcién f toma los mismos
valores 7 (%) = f (&’) = ©. Es evidente que & == 0y @ == 1 (puesto que f (0) = 1
¥ 7 {1} = 0). Sustituimos por = aquellas variables z; a las que en la coleccién o
les corresponden componentes nulos, y por y las demds variables. Obtencmos la
funcién g (x, y) que satisface las relaciones g (0, 0) = 1, g (1, 1) = 0, g (0, 1) =
=g, ) =o0. 8i 0= 0, entonces gz, ¥) == } v, ¥ 8i 0 =1, entonces
glz, yy==|y.

6.16. 1) Para n = 4m ~+ 2, m =10, 4, 2, ... 2) — 5) Para nioguna n.
6) Para toda n = 2.

6.18. Las funciones gue ticnen las propiedades indicadas en el enunciado
del problema dependen sustancialmente de no menos que de tres variables,

6.21. Véase la resolucién do problema 2.25, 2)

6.23. zy. De ella no se puede obtener, por ejemplo, la funcién z Vv y. En
general, en la clase [2y] no hay funciones que tomen el valor 1 en la mayoria
{més de la mitad) de las colecciones de valores de las variables.

6.24. Una funcidn que satisfazga la exigencia indicada en el enunciado del
problema depende sustancialmente de no menos que de cuatro variables. Un
ejemplo de tal funcién puede ser: z; @ =3 & 7 © Ty,

6.25. La demostracién se puede hacer por induccién por n. La base de la
induccién: n = 4 (véase el problema 3.12). Paso de la inducelén. Supongamos
que la afirmacién es vdlida para # = s == 4 ¥y la demostremos para n = s+ 1.
Supongarmos que la funcién f {z**?) depende sustancialmente de todos sus argu-
mentos y no pertenece a lajelase L. Presentaremos la funcidn f en la forma siguien-
to: g G-’) @® 2z h (;’). Como xs;4; es una variable sustancial de la funcidn f,
entonces G‘) # 0. Examinemos varias posibilidades. (a} En la funcién g,
cierta variable z; es ficticia, y en la funcidn %, lo es la variable z; (i %= j). En-
tonces, es suficiente poner x; = z;. (b) No hay variables ficticias ni en g ni en A.
Si h ¢ L, aplicamos la suposicién -inductiva a la funcién k. Sih é L perog € L
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entonces la suposicion inductiva se aplica a la funcién ¢g. Si {g, &} = L, Juego
f=(xy @B «.o B T6) Tga1 B & @ 6pTs449, ¥ S0 puede, por ejemplo, idontificar xg
€on Zs4y. (¢) En k no hay variables ficticias y en g las hay. Sea z; una de ellas.
Sih 4 L, aplicaremos la suposicién induetiva a k. Si A€ L, entonces identificaremos
; CON Tgyy. () Supondremos, por fin, que en g no hay variables ficticias yen &
ellas existen. Sea x; una de ellas. Si g € L (lo que quiers decir que & == 1), entonces
identificamos x; con la variable de la que % depende suslancialmente (para la
determinacién, pongamos que esa variable es x;). Obtendremos f {iry, zy, Za, . . .
vy Tgp) =Ty B ... B 2 D e D Taqgh (7y, T, 2y, ..., 7). Es evidente
que-esta funcién no es lincal y que en clla #;, .. ., 2545 Son variables sustancia-
les. Examinemos ahora el caso cuando g ¢ L. Por presupuesto de la induccién,
en g habrén dos variables z; y =;, que al identificarlas obtendremos de la funcién
¢ una funcidén no lineal que depende sustancialmente de s — 1 variables. Si
al identificar x; y z; la funcién k no degenera en un cero idéntico, entonces 44,
se queda como variable sustancial en la funcién nueva. Supongamos que ahora
al identificar x; con x; la funcién # se convierte en un cero idéntico. Entonces
las dos variables, z; ¥ z;, son sustanciales en h. Para la determinacién pongamos
que x; = xy ¥ %3 = %3 Tenemos A (;‘) = ZaZahy (Tgs < o oy Te) B by (g, . . .
. #g) B xghg (24, . .., *4), ¥ ademis by =k & h,;, Hagamos z; == z;4, en
la funcién f. Si con todo esto resulta que la funcién ¢ es sustancialmente depen-
diente de s argumentos, entonces estd todo demostrado. (La no linealidad de ¢
es evidente puesto que @ (zy, Zy, gy Ty, 1+ o, Tg) = § (&g, Ty, Zgy Tgy + .+ .y &) € L),
No obstante, puede ocurrir que con z; = x4y, en la funcién ¢ alguna variable
se haga ficticia. Tal variable solamente puede ser una de las variables z, o z,
{puesto que al identificar en @ las variables z, y #; tenemos que obtener la
funcién g (#y, 5, %o, #y, . . ., ¥;) que depende sustancialmente de s — 1 varia-
bles). Supongamos que la variable fictitia de la [uncifn ¢ es z,, Como =
= 1y (237307 B Tafs D Tals D o) @ T3Ts8s D Tpfe D 487 B £ B Ty X
X (xg2ghy @ z3he @ ¥¢h), donde cada una de las funciones gy, . . ., g7, g5 #1.
hy, kg depende de las varibles z,,%. . ., &y ¥ hy == hy @ h,, entonces, segin la
suposicién hecha sobre la variable ficticia z, en la funcién ¢, tendremos que
P =J{2y Tgy o0 .y Tpy Ty) = 2y (2283 B G¢) @ Tagy D g B x,23h5, 0 sea quo
gy=hy, go=n"he ¥ &5 == gy = 0. En consecuencia, [ (z®)} = z, (z; @ Tssy) X
X (zghy B hy) B 2,7383 D 7185 D 3387 D 8y D Ts4,%h; Pongamos que z, =
= Z,+5. Obtendremos la funcién §y = f {zy, 25, Ty, Zgy « + s Tay Ty) = (2 S 1) X
X oy (@ghy D hy) D 217385 D T8y B 738; ® go @ 207585 Como la  funcién
f(Ziy Tgs Zgy Tgy o v oy Tsy Ta) = E (24, 4, Zo, 7y, . « ., Tg) dopende sustancialmente
de todos sus argumentos, entonces en la funcién i puede ser ficticia sélo una de
las variables z, y x;. Pero eso es posible sélo con hy = 0 (y cierlas condiciones
complententarias). Entonces hy==h, ¥ [= (5 & Tg41) hy ® 2485 D
@ 1,84 B 738y © g5 B Ta+1%2hp. Como h = 0, entonces para 2, = 0 la funcién
hy no puede ¢degenerar» on 0, o sea, h, = 0. Por consiguiente, incluso con ft; &= 0
la funcién ¢ = 3 (2 & 1) by B 2,752 B 118, D a8y B g B 2570, depende
sustancialmente de z, ¥ de x4, Asi, que si ninguna de las identificaciones z; = x5
0 & = Zz4y 0o da la funcién exigida, entonces es suficiente poner z, = 2544
Con esto se termina el examen de todas las posibilidades. Estd establecida la
posibilidad de hacer un paso inductivo.
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6.28. 1) — 4) No, no es cierto. En ol problema 4) se puede tomar f (z, ¥) =
= =~j.
6.20. Como {TH|=|T0|=22""1, |Ln|=2n+1g 221  (con n>2)

|87 =22""" v IMT) < 22n'3+2 422“_‘ {con n >=2), entonces ol conjunto
U no se contiene por entero en ninguna de las clases To. 7y, 8, L, M.

6.30. Una funcidn idéntica no estd contenida en ninguna base en P, (véase
el problema 1.18). Cualquiera de las demds funciones del dlgebra l6gica de un
tugar ¥ de cero lugares no pertencce a alguna clase precormpleta en P,. Al mismo
tiempo el sistema hereditario de cualquier tal fancién es un conjunto vacio,
lo que quicre decir quo se contiene en cada clase precompleta (en P,). Sea ahora
F (™ alguna funcién de cierta base simple B y » = 2 (todas las variables son
sustanciales). En virtud de la definicién de base simple, el sistema € =
= (B () U N () no es complelo en P, 0 sea que sc contiene por entero
aungue sea ¢n una clase precompleta K. Si tuviese lugar el que f € K, entonces
el sistema B (S € {f}} no seria completo.

631. )1,z 2) 0, 1, zy, 2Vy, «ly. zly, m(z y 2, m(z, v, 3h
m{(z, ¥, o) mi{z ¥, 2. 3z, sDY, Dy DL =y, VY £y, Ty z®
Dy Ds, mi, ¥ 2 mx, y 3 4) Dy, T~p T ENVHL > Y T Y,
iy aly, r @YD @YD miz, ¥, 3), m(z, v, ), m(z, ¥, 3 m@ v 5.
Al resolver los problemas 2)—4) es util empleay los resvltados formulados
en los problemas 2.14, 2.20 y 3.12.

6.33. 2) Tomando en cuenta los problemas 2.20, 3.12 y 5.38 deducimos que
cualquier base simple en P, consiste sélo do [unciones sustancialmente dependien-
tes de no més que de tres variables. Examinemos primero las funciones ¢ue
dependen sustancialmente de dos argumentos ¥ no son shefferianas: z @ vy,
T~ Y, Ty, T—Y, 2y, &V y. Aclararemos cuiles de ellas pueden entrar CN
una base de cuatro elementos en F,. Vemos que z @y § T, U § U M,
s~y T USUM z2—-yd T USUVLUMyz—ygT USULLU
|l M. En consecuencia todas estas funciones no sirven para nuestros [ines.
Supongamos que hay una base simple de cuatro elementios que contiene zy.
Como zy € (o N1 7, N MN(L U &), entonces las otras tres [unciones en la
base lienen que ser asi: f; € (Ty N MINTo fo €(Fo NMINT Y [3 €8s N TN
.M. Es evidente que #; == 1, j, == 0. Si fuese f; € L, entonces ¢l sistema {fy, fu,
fs) seria completo. En consccuencia, j; € L, lo que quiere decirquefy = & y &
& z. El cago con la funcién x \/ y se estudia en forma analoga. Ahora aclarare-
mos qué funciones no lineales, sustancialmente dependientes de tres argumen-
tos, pueden contenerse en una base simple de cuatro elementos. Si f {z, v, ) &
¢ L |J 8, entonces identificando en f las variables so puede obtener una funcidn
no autodual que depende sustancialmente de dos argumentos (véase el proble-
ma 2.20). Pero entonces { (z, y, 5) no puode entrar en una base simple de cuatro
clementos (véanse las posibilidades estudiadas anteriormente con funciones
depondientes de dos argumentos). Queda por considerar el caso en el que
flz, y, 2) € SNE. Si & Ty N Ty v eso quiere decir que f € M, entonees con
cualquier funcidn g & § el sistema {f, g} es completo en P,. Por eso supondremaos
quefe Te N 7. Si f ¢ M entonces (con una exactitud hasta la redenominacién
de las variables) f = m (=, ¥, E); pero si f € M, entonces f = m («, p, 2). En
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¢l primer subeaso f € (T, N Ty N S)(L U M), ¥ en consccuencia, en la res-
peeliva base simple de cuatre elementos (si ella existe}, las Lres funciones restan-
1es tienen que satisfaccr las condiciones f; € (T 1 SNTy f2 € (Ty N S)NT
¥ fa €{To N TINS. Sin embargo, {Ty N SNTo ={T, N SINT, = &, 0 sea
que no existe ni una funcién f,, ni una funcién f, con las propiedades indicadas.
Asi que el primer subcaso es imposible. En el segundo subcaso f € (T 1 7y N
NS N My=~L. En consecuencia, las otrag tres funciones on la base tienen que
ser lineales (pues de otra forma se podria eliminar la funcidn f de la base). Las
funciones lineales gue dependen sustancialmente de un niimero par de variables
y son diferentes de constantes no pueden pertenecer a una base tal, puesto que
cada tal funcién no se contiene, o hiert en el conjunto 7y U § U M, o bien en
el conjunte 7, |J S \J M. Una funcién lineal que depende sustancialmente de
un namero impar de variables, puede pertenecer a una base asi solamente en el
case de gque ella conserve el 0 ¥ el 1. Eso quiere decir que eso puede ser solamente
la funcidn x € 5 @ z. Y guedan ademé&s las constantes.

Capftule ILI
§1

1.3. De k — 1 hay que «restars (mediante In funcién = = y) Ja Funcién
xr - 2 un ndmere delerminado de veces,

1.4. 8i, v s0lo =i, o v ¥ son primos enlre si.

1.5. 8i &k = 2m = 4, cotonces se puede tomar y = wm — 4, Con k = 2m -
<+ 1 = 3 examinar la funcidn 1 - 2z,

1.7. Con k = 4, 6, 8 9, 10 el pimero de diferentes funciones del tipo
exigido es respectivamente igual a 3, 2, 5, 3, 4.

1.8, Con k == 3, 4, 6, 12. Primero comparar los valores de estas funciones
con x = 2.

1.9 Tenemos: la funcién J, ()= ...+ Ju (2} (8 — 1 sumandos)
es igual a jpy{7h (B =jpalx—i1—1). 0<i<k—2 Sigla¢c Py
entonges g (#) = g (O +jp (2l 4+ . . .+ g @D fe (@ . .4 gl — 1) jga in
(aqui I-f, (z) = j; (x) + ..+ j; (z) — I sumandos).

1.14. 2) La funecién 1 == # = j, (z) no es presentable con un polinomio por
mbdulo %, si k es compuesto. 4) {max (z, y), z -+ 1} es un sistema completo para
cualquier k. En consecuencia, si la funcién mdx (x, y) fuese prescntable con
un polinomio por médulo & con un & compuesto, entonces el sistema de polino-
mios seria completo para 1odos los k == 8.

1.16. 1} Es no representable. 2) Es no represenlable. 3) Es representable.

1.18. O bien a;, = 0, o bien ay 5= 0 ¥y a; == 0.

1.20. 2) No, es injusta. Ejemplo: f (24, ) = 3=z, + 1, k = 6.

1.22. %) Si g (x) € P, v toma su valor selamente del conjunte {0, 2}, enton-
ces se la puede representar en forma do suma (por méd 4) de las funciones 2f; (x)
escogidas de manera correspondiente. 2§ g (£y) = (1, 3}, entonces la [uncién
hix)y = g{x) + 1 toma su valor del conjunte {0, Z}.

1.24. Al hacer Ia cuenta es Gtil considerar que 227 = 22 = 2z y 32" =
= 2x -+ 5 Respuesta: 64.
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1.26. Obilen b =0yva=20,1.2,3, 4,5 obienb =2ya= 205 o bien
b=dya=1,4

1.20. 3) a) 8i k = 2m + 1 == 3, entonces la funcién f es autodual sola-
mente con @ = 2m. 5i k= 2m >4, hay dos posibilidades: ¢ = 2m — 1 ¥
a=m~1.

1.80. Si la funcién ,f(;c'?‘) de P, es autodual con relacién a la systimcié:r
ciclica s {z), entonces ella se define univocamente con su subfuncién f (0, xy, . . .

- Bl

1.31. Todas las colecciones de valores de las variables , . . ., %, se pueden

dividir de una manera especial en k"/r subconjuntos no intersecados. Al hacer

esto, en cada uno de los subconjuntos de particién existe una coleccibn %=
= (G, - - -, CGn) que satisface la condicién: cualquicra que sea la colecoion f =
= (B, ..., By diferente de la coleccién a y perteneciente al subconjunto de
particion examinado, habrd tal i (1 < i <<r — 1), que ¢t {aj) = f;, 1 = 1, n.
La funcién § {z™), autodual con relacién a la sustitucién s (z), se determina uni-

vocamente con la expresion de f en una coleccién sseleccionadar & de cada sub-
conjunto de particidn.

§2

2.2.8) 2h—1. &) mP R T (150, {< m= 8] < k—1).

2.3. 4)Si D esuna particién no trivial del conjunto £y, entonces 1 < s < k.
En consecuencia, se encontrard tal subconjunto ¥; con no menos de dos ele-
mentos, ¥ ademds cierto subconjunto €; distinto de &;. Sean by, b, algunos
elementos de %; ¥ ¢, cierto elemento de &; Entonces la funcién g (z), que es
igual a c para z = b, e igual a b; si = 5= by, no pertenece a la clase U (D), puesto
que b; ~ by (méd D), ¢no es equivalente a b; (porel méd D) y g {by) = ¢, g (ba)=
= by. 4) Sea (iy, . . ., i) una coleccién de niimeros del conjunto {1, 2, . . ., s}.
En total hay s® colecciones asi. Las ordenamos lexicogrificamente y las reenu-
meramaos inscribiendo los niimeros del 1 al s®. La coleccién (1, 1, . . ., 1, 1) tendré
el niimero 1; la coleceidn (1,1, . ; ., 1, 2), ol niimero 2; la coleccién (1,1, . . ., 2, 1)
¢l niimero s -+ 1, etc. Si la coleceién (4, . . ., in) tieno el niumero m, entonces el
nimero | %‘:ﬂ | | ‘5‘7\ | lo designaremos por dy,. El némero de funciones
en el conjunio Py (X®) que conservan la particién D = {&;, &,, ..., &)
esigual & D 16, U1 %, 1% ... 16, |V, donde r=s"y la suma

{Fyy o vas dr)
se hace por todas las colecciones posibles de longitud s™ que estén formadas con
nlmeros pertenecientes al conjunte {1, 2, .. ., .

2.4. 2) Designemos el conjunto § por &,, el Ex\§ por &, y como en
el problema 2.3, 4), d, indicard el nimero |&;) ... |%,|, donde (i, ...
.., in) &5 una coleccién de longitud n formada por nimeros pertenecientes,
al conjunto {1, 2} ¥y m ¢s ¢l nimero de la coleccién en una ordenacion
lexicogrifica, El nimero de funciomes de Pk (X") quo se contienen en el
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conjunto U (DYNT (%) es igual a

S 18,1918, 1% 1640,

Uz, i)
donde r= 27, y la suma se toma en las coleccionez de longitud 2™ que estin
jormadas por niimeros pertenecientes al conjunto {1, 2} ¥ que tiencn ol primer
componente igual a 2. La férmula indicada es vélida para n > 1. 8i n =0,
entonces en el conjunto U (DYNT (¢) entrardn todas aquellas constantes gue
no se contienen en la clase T (%), o sca que en este caso el nimero de funciones
es igual a | E3N\¢€ |.

2.5. 3) Esos s6lo son los predicados de un lugar del tipoz = i (i = 0,1,. ..
e kR — 1)

2.6. 3) Emplear ¢l lema bdsico sobre las funciones sustanciales (véase el
lema 7 en [10] en la pdg. 46) y mostrar qué con 2 <X s <<k — 1 la clase T (&, s)
estd formada por todas las funciones sustancial te dependientes de no més
que de una variable y de todas las funciones que toman no més de s valores dife-
rentes.

2.7. 2) 2.(k — 8)L. 2.10. Examinar, por ejemplo, la funcién s (z) = z -
~+ Jo (=) — 3 (z) con k = 3. 2.12. 1) b) J; (2} € M (pa)\M (py). ) = -+ fo (2) +
+ Jy (2} € M (ps)\M (pa). £) 2=y € M (p)\M {py). 2.43. 1) T ({0, & — 1}}.
2) U{{0, 1}, {2, ..., k —1)). B) T ({1, 2}.

2.14. 2) Con % = 4 se puede examinar la particién D = {0, 1} U {2, ...
ok =3} U {k~ 2,k ~—1}. Con & = 3 no se puede encontrar una particién
adecuada. 3) Para todo & = 3 es suficiente limitarse a una clase del tipo M (p).

2.15. 1) Se puede. 2) Se puedo. 5} No se puede; es suficiente examinar el
caso en que k= 3.

2.17. La demostracién se hace andlogamente a la de la segunda parte de la
afirmaciée formulada en el problema I1.1.43.

2.20. No, no es cierto, Se puede examinar, por ejemplo, la clase [f, (x) +j, (5})
el P.—

2.21. No, r.o es cierto, Es suficiente tomar en Py la clase cerrada engendrada
por la funecién 2%y

2.23. Establecemos alguna correspondencia biuniveca entre todos los ni-
meros racionales del segmento [0, 1] ¥ ¢l conjunto de las funciones {fs, fs, . . .
v« »s fmr » » o} Tomemos un nimero real arbitrario y € [0, 1) y designemos por
¢, el subconjunto de todas aquellas funciones de {f,, /5, . - ., 7, - - .} que, con
la correspondencia indicada anteriormente, responden a todos los nimeros natu-
rales menores que y. Con y; < y; tenemos €, = Cy, (jla inclusién es rigurosal).
Sea B, = [C,]. Es evidente que By, < B,, con y; < y, (la inclusién cs rigu-
Tosn).

§3

3.1. 1) Tal sistema es el conjunto {j, (z), =+ y} (véase el problema 1.9 ¥
empléese el criterio de Slupetsky).

3.2. 4) Be puede extraer ka funcién O, k — 1, J; (z) ¥y Jy  (2).
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3.5. 3) Sea k un pimero primo no menor de 3. Como xR = 7, entonces
14+ & —z4 ok =1+ z. A continuacién tenemos 14+ = — {z+ 1} + = X

X{r+ ilx+ 2y ... (z+ k — 1) =@, lo que guiere decir que también se
puede construir cualquiera de las constantes 1, 2, . . ., & — 1. Despuds hacemos
Ty=gy=...=g, =4, =ayr, =y Entoncesd + s—t 4 z-1.y-1...

. i =2+ ay = z{y+ 1). Suponiendo aqui y = z- k — 1, obtenemos
ol producto zz. Queda por construir la suma de dos sumandos, Tomamos z,=

=k—1l,zy=xyaxz=...=a = 0. Tenemos1 4 (k — 1) —x+ (& —1).
cx+( = —a. Después, suponemos 2, = o+ k — 1, o, = —p, 13, = . . . =23, =
= 0y oblenemos lasuma 1 4+ {24+ k—N v+t k — (= 0=+ y.

36 2) r=(r=~y =min (z, py); ~x =k —1) =2 méx(z, y) =
= ~min (~z, ~y); k—ND+ ...+ k —1) =1k —1 sumandos); en
consecuencia llegamos a un sistoma que a ciencia cierta es completo {«# + 1,

mixir, ¥)}. ) z~z=01=0C=1; —1=k—1; k-1 2= ~2
z = (& = y) = min (2, y); ~min { ~2, ~y) = mAax (z, p); con ayuda de ¥ — 1,
1 ¥ z — y. obtenemos las constantes k — 2, k — 8, . . ., ; (A — 1) = 2) =
g} === 2) = Jp 4 (#) (aqui z se resta kB — 1 veces); Jpi{x) = Jp X

X~y Tyl =Ty ((k—2) = 2) = Jyy{a); Jpala)=J, ((k — 3) —
) == Jg {{k — 2) — ), ete. Asi que se pueden construir Lodas las funciones
dol sistema de Rosser—Turquette.

3.7. 3) Es evidente que In funcidn q (z, y) = x“ () - big (x) toma todos
Ios % valores de £, Tenemos q (z, 7) = j, (x}, jg (fo {2)) = 1 — [y (2}, @iy (2),
T—jppl=1+jylah o i+ jo =0 G0, 1) =2+ 5 (z), $(z 0) =
=z 1, g iy (2), 2+ jg (7)) = &+ jo {x) ~— j; {z). Segun ¢l teorema de 5. Pi-
card el sistema {x - jo (z), 2+ 1, z+ jg (z) — j; ()} es completo en Py,
Ademas hay que emplear el criterio de Slupetsky.

3.8, 1) Con & = 2m 2= 4 ¢l sistema no es completo. Con & = 2m +1=3
¢l sistema es completo, 2) Ll sistoma no es completo. 3) El sislema no es com-
pleto. 6) El sistema no ca complotoe.

3.9. 1) La plenitud (en §;) del sistema dado se puede demostrar de la mane-
ra siguiente: con induccién por { (i = 1) establecomos que cualquier funcién g
de §; que satisface la condicién: g (z) == = con = > i, se genera con las funcio-
nes del conjunio {ho (#), heg (#)y « .+ ., &,;(2)). Entonces haciendo { = k—1
obtenemos 1o exigide. El paso inductivo se realiza de la siguiente manera. Sea
g@ =z conz>i+1ygli+1)=j g{l=i-+1(aqui js=i+ 1y
0 = I=i). Tomamos la funcién & (), que coincide con g (x) en todos los puntos
exceptoen r = [y x = i - 1, ¥ con estos dos valores del argumento de la fun-
cibn hes: 2 {y =j vy h(i4+ 1) =i+ 1. Es evidente que la funcién k (z) ya
esti construida (por presupuesto de la induccion). No es dificil convencerse de
que g (@) = & (kg4 (hog (Brgz40 (D). 23 ¥ 3) Reducir estos sistemas a un
sislena del problema anterior.

3.10. Como s¢ dednce del problema 3.2, 1) el sistoma dado genera el con-
junto ;. Empleando la funcién =+ j, (z) no serd dificil construir cualquier
funcién que saca exactamonte un valor (de Ey). Después de esto, suponiendo que
se tienen todas las funciones que sacan no més de ¢ valores (1 < i<k — 2)
hay que mostrar e6mo se puede construir una funcién arbitraria de P que saca

i -+ 1 valores. Sea g (x) una funcién arbitraria que saca sélo un valor. Entonces
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existen exactamente dos valores del argumento, ¢; ¥ &; en los que los valores de
la funcién g (2} son iguales, o sea, que g (e;) = g (e,). Los elémentos del conjunto
E\{eo, &1} se designan por ey, ey, ..., ¢;;. Tomemos dos funciones g (2)
Y g2 (z) del onjunto Sy i gy (e =rir=0,1, ..., k=—1;g;(s) = g (e), s =
=12,...,k—1,5£ (0) = ¢ € £,\g (E). Designomos la funcién = =4 f, (z)
Tor by (). Tenemos g {z) = g, (h, (g, (z))). Tomemos ahora la funcién arbitraria
&' (%) que saca {4 1 valores (1 < i<k — 2). Sea ¢ uno de estos valores.
Supong_amos que g' (by) = g’ ()., Examinemos la funcion f; (z} que coincide
con g’ (x) en todos los puntos menos en x = &y, y que fy (by) = &. Bs evidenle
que la funcién / () ya la tenemos construida (por presupuesto de la induceidn).
Sean ay, . . ., ag todos los diferentes valores que toma la funcién g (z) (aqui
s=k—i—124), y E,\ (ay, - ... as) = (e, ¢{, . . ., e}}. Tomemos la fun=
cién f, (z) que tiene la siguionte forma:

al z, Sizkeg,
3“‘('ﬂ_{ g (bo), si x = e,
Se ve facilmente que la funcién f; (z) saca sélo un valor, lo que quiere degir
que sabemos construirla. Tenemos g’ (z) = f, {f, {z)).
314, N)s{a) = ~2. 2) 5(2) = ~2. Qs (2) = = — 1.
3.15. Esta afirmacién contradice a que en P, el niimero de clases precom-

pletas no es mayor quo :ct“Ji {véanse los problemas 2,17 y 3.11).

346, f(z, p)=2*y —~ay*~+ a2y —2* —x — y — 1 03 una funcién de
Sheffer.y f (z, v} -+ = € T ({13). Para la demostracién de que [f {z, y)] = P3
es suficiente construir tres funciones: z+ 1, 24 jy (@) ¥y =+ jo (z) — j; (1)
y emplear 15 teoremas de S. Picard y E. Slupetsky. Sea ¢ (z) = f (z, z), enton-
ces gp(2)) =az+ 1, gla) =flz, sk ) =z+4 (), (g, g) =
=z — i), g (@ =y @) =1, fla 1) = 2 jo () ~ jy (@)

3.18. Con ninguno de los valores & 2= 3,

3.22. Este conjunto no es mds que humerable. Al mismo tiempo existe
un conjunto numerable-infinite {K,} de clases cerradas, cada una de las cuales
contiene un nimero finito de funciones no congruentes de par en par: K, =
= [fn {21y Ty » o 2p)ls R =2, 3, . .., donde [y, (z;, 24, .. .y ) = fy (7)) X
X faflma) jo{2a) + o0 Jalzp)e

3.24. Tal clase es, por ejemplo, la clase K = [fs (g, 74), fa (21, Toy Z9}y . . .

. -uf-n (11, Ty v a0y ‘rﬂ)‘ uhe -]- le’ldBfn (x:l.l’xni LU | x-n)=1i1- (xl) Iz (-”z) ja {3'3) I O
oo o lmg)e

3.25. 1) B = {k — 1, jo (2}, = =~ y}. Realmente [B] = (0; 1, ..., k — 2,
E—=1), fpald=jo((k —1) =a), froglz)=js((k—2) =2) =z, (),
Jr-a (@)= jo ke — 3) = 2) = j5 {(k —2) — =), ... Continvando, cualquier
funcién g (z) de P{}> se puede construir de la forma siguiente. Primero construi-
mos la funcifn g () = (({k — 1) =] (2)) = j5 (z)) = ... = jq (x)) donde
fo (z) se resta de ¥ — 1 un ndmero de veces r, tal, quo g, (0) = g (0), o sea,
ro=rh —1 — g (D). Despuds, de g, (z) restamos r, =% — 1 — g (1) veces
la funcién j, (z), ote. En particular se pudde construir z. Para la demostracién
de la plenitud del sistema B queda recordar que min (z, y) = = = (& — p),
méx (z, y) = ~min (~z, ~y) y que el sistema {z, mix (=, y)} es completo
en Py. Conlinuando, es evidentie quo no se puedo oxtracr la Tunecién z — y do B
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puesio que entonces se quedardn sblo las funciones quo dependen sustancial-
mente de no més que de una variable), Observaremos ademés quoe {j, {z), 2 = yj=
c {0, 1),y (k—t, z=y)= T{{0, k —1)). 3) {~= min (z, y),  + ).
Es bueno tener en cuenta gue {~x, min (r, ¥}t < T ({0, k — 13}, {~ =, @+ o
< Ly min (z, ), 24 v} = T {0)- 5 {o (=) 2+ ¥?). Aqui conviene tener
en cuenia que ju (g (2)) -+ (o (2))* =1, ¥ que =+ 4 se pucde emplear para
la construccién de todas las funciones do un lugar (mediante fo (2}, jy {2)s - . -

v oy jn-1 (x)) cosi de la misma manera que se empled la Juncién =+ v en el
problema 1.9.

Capitulo IV

§1

1.1. Se deduco del caleulo de los pares del tipo (v, z), donde t € V, 2 € X

v ¥ z son incidentes.

" 1.2, 2) Ninguno. 1.3. La induccién por el nimero de aristas.

1.5. 1) Sea O () ol conjunto de vértices adyacentes a vy O' (t) = {1} U
U O (»). Segin la condicién: | 0° (v) | = (n + D2y | VO (1) | << (n = 1)/2
De esto se deduce que cada vértice de V™0’ (¢) es contigua a cierto vértice de
0'(r), en consocuencia, el grafo es conexo. 2) Con un n par no se puede. Con un
n impar se puede. !

1.10. Sean [v. ul, lw, t] dos cadenas de longitud méxima, que no lienen
vértices comunes en G. El grafo G es conexo. En eonsecuencia, existe la cadena
7 que uno, por ejemplo, los vértices v y w. Sea v; el altimo vértice de la cadena
[, u} que sc encucntra en el camino de v a w a lo largo de la cadena Z, y uy el
primer vértice de la cadena [w, f] que se encuentra por este camino después de
v,. El vértice vy de la cadena [, u] la divide en dos partes: [o, v1] ¥ [2u]. Suponga-
mos que la cadena [z, v;] no sea més corta que vy, u]. Andlogamente el vértice
w, divide Ia cadena [w, ] en dos partes. Supongamos que [w, wy] no sea més corla
que [wy, t}. Bntonces la cadena [v, i; wy, wl serd mds larga que cada una de las
cadenas [v, u] ¥ [w, ¢]. Es una contradiccion.

1.18. 1xpIcACION. Examinar el complemento de los grafosG y if. 1.20: 2p.
1.22, Seis. 2

4,24. 1) Sean v, u, w 1res vértices del mismo grado de cierto grafo G de R,.
Supongamos que vy » son adyacentes y ¢ ¥ w no lo son. Para los vértices u y w
¢s vilida aunguo sea una de las inclusiones: O () SO (w) o O (w) S0 (u).
Do esto y de la igualdad | O (u) | = | O (i) ]| se deduce que O (w) = O (w)
¥, en consecuencia, v € @ (w). Veamos ahora el par v y w. Segin lo demostrado,
vy w son adyacentes. Pero la inclusién 0 (v) £ 0’ (w) no tiene lugar, puesto
que u € O ()0 (w). Tampoco es vélido que 0" (w) = 0’ (v}, puesto que
| 0" (w) § = | O (v]|. Obtesemos una contradiceién.
~ 1.26. 1) El nimero de aristas del grafo G es igual a la suma de los nimeros
de aristas de los grafos H; dividida por n — 1. 2) Se deduce de 1). 1.28. Dos.

1.34, 1) Bxiste. 2) No existe, 1.35. Es cierto. 1.39, 2) No cs cierto.
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§2

2.5. Sea G un grafo plano doblemente conexo con no menos de dos carad
internas. 5i existe una cara interna separada de la cara externa por una cadena
inica simple, entonces extrayendo esta cadena se obtiene un grafo biconexo
(demostrar esta afirmacién). Supongamos que no existe una cara asi. Entonces,
toda cara interior que tiene una cadena comtin con la cara exterior ademés tione
con ¢ella aunque sea un vértice comiin que no s& encuentra en esa cadena. Mostre-
mos que esle ¢aso ¢s imposible, Numeraremos todas Jas caras interiores. Marca-
remos con el indice i los trozos conexos de frontera de las caras exleriores que
pertenecen al mismo tiempo a las caras interiores que tienen niimero i. Entonces
habra tales indices i, j que se encontrardn al rodear las fronteras de las caras
exteriores en ¢l orden de i, j, 4, j. Designaremos los trozos de frontera respectivos
por Ty, Ty, Tiay Tjp. Seleccionamos en cada uno de fos trozos un puanto del
plano: ay, by, @y, b,. Entonces se pueden unir los puntos ¢, ¥ aq con una curva,
todos los puntos:de la cual, excluyendo o; ¥ ay, son puntos inleriores de la cara
con ¢l nimero _hf:.[ los puntos &, ¥ b, e fiueden unir con una curva, cuya parte
interior se encuentra en la cara con ¢l numero i. Las curvas se intersecan en
cierlo punto d que asi resulta punto interior de dos caras diferentes. Ha resultado
una coniradiceidn.

2.9. Sean G un grafo planar biconexa, y 6 su realizacién plana. Sean ade-
mds, n, ¢l nlimoro de vértices; m, el nimero de aristas; r, el nfimero de caras
del grafo ¢’ (incluyendo también la exterior). En virtud del problema 2.8 tene-
mos r = m — n+ 2. El nimero de pares del lipo (v, «) donde v es el vértice
incidente a la arista 7, s igual a 2m. Por otra parte, este nimero es igual a la
suma de los prados de los vértices del grafo. Como cada grado, por el enunciado,
¢4 no menor que seis, enlonces 2m = Gn, o sea, m = 3n. La frontera de cada
cara tiene no menos de tres aristas y cada arista pertencee a la frontera de no
més de dos caras. De ahi que 3r << 2m. No es dijicil convencerse de que el siste-
ma r=m—n-+ 2, m=3r, Ir< 2m es incompatible.

2.14. Suponemos que ¢l grafo Ky os planar. Sea Kj su realizacién plana.
Entonces el nimero r de caras del grupo K] es igual ar = m — n + 2, donde
m es el nimere de aristas y », el niimero de vértices, En forma anéloga al proble-
ma 2.9, lenemos 3r << 2m. De aqui que m << 3n — 6. Pero m = 10 y n = 5.
Se obtuve una conliradiceién. Al demostrar Ja no planicidad del grafo Kq.p
observar que cada uno. de sus ciclos contiene no menos de cuatro aristas y, supo-
niendo que K, 4 es planar, utilizar 2.11,

2.22. Cada virtice de un grafo sexticonexo tiene un grade no menor do 6
(véase 2.9).

2.27. 3) % (BM =2, 3y {(BM = n,

2,28, Dos. :

2.45. 1) Sea 7 (m) el nimerp de encubrimientos sin salida do una cadena
de longitud m. Entonces t(m)=1t(m—2+ 1(m—3), (1) =1 (2) =
= T (3). Véase en ol pirrafo 3 del capitulo VIII la resolucién de relaciones recu-
rrentes de este tipo. '

2.4% 1) ¥, (6) es igual al nimero medio de vértices no cont.igﬁos a los
vértices del subconjfunto U S V de potencia k. En congecuencla, exisle tal
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subconjunto Uy, | Ug | = k, que v (Uy) < ¥, (G). Si W es ¢l conjunto de vérti-
ces no adyacentes a los vértices de Uy, entonces W | ¥/, es ¢l encubrimiento de
los vértices do una potencia que no supera a k -+ xTR (G). 2) Sea e (v, u) = 1, si
Tos vértices v ¥ & no son adyacentes, ¥ e (v, u) = 0, si vy u lo son. Sea §; (v)
¢l nimero do subconjuntes U € V compuestos de & vértices, ninguno de los
cuales s adyacente a v, y d (v) es ¢l grado del vértice ». Entonces

> vo= 3 S elny w=

Uy, U=k USV, jVi=k €V
32 Si (v)= 2 (n-—-klf(lv‘)) < |V1(n-;d0) ]
oEV vEV
de lo que
|Vj_—i
w@<m Il (1—=r)-

§3

3.2. So puede hacer la demostracién con induccién por el nimero de vérti-
ces del orgrafo. En el paso inductivo serd Gtil extraer del orgrafo uno de los
virtices: vy 0 v,

3.5. Emplear ]a induccién por ol nimero k.

3.8. La afirmacién se puede demostrar con induecidén por ¢l nimero do
vértices en el torneo.

3.10. La desigualdad es ovidente con » = f. Sea vélida para tales n, que
1 < n < m. Examinemos ¢l torneo T con m 4~ 1 vértices, Como en todo torneo
con m = 1 vértices hay exactamente C%,4, arcos, entonces se podrd encontrar
un vértice v, con un semigrado de salida >[{(m -+ 1)/2]. Extrayendo do T el
vértice v, ohtenemos el torneo T’ que tiene m vértices y conticne el conjunto S
formado de no menos que de f (m) arcos concordados. Los arcos que salen de v,
y los arcos que perlenecen a S cstdn concerdados. Aprovechando la suposicion
inductiva, tenemos

[ mi1" m m-+1 m-4-4 77 m423
stz [ (][22 {242

3.12. Cualquier grupo de orden par contiene aunque sea un elemento inverso
a si mismo y diferente del elemento unitario del grupo. Si el grupo del torneo 7
fuese par, entonces en ¢l se podria encontrar un elemento a que satisfacieso la
propiedad indicada anteriormente. Como « no es elemento unitario, cntonces
existen dos vértices v, y v, tales que a (1) = v, ¥ « (vy) = vy, Supengamos que
T contiene el arco {v;, v,). Entonces el arco (a (¢,), « ()} también tendria que
pertenccer a 7. Hemos obtenido una contradiccion.

3.15. La demostracién se puede hacer con induccién por el nimero de com-
ponentes fuertes del torneo. Si en la condensacién hay bien sélo un vértice,
o bien dos vértices, entonces, ella ¢s un orgrafo transitive, por definicién.
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3.19. Emplear Ia induccién por el nimero de vértices en el orgrafo. En el
paso inductivo hay que extracr uno de los vértices con semigrado nulo de salida,
cstableciendo de antemano la existencia de tal vértice en cl orgrafo dado.

3.21. La demostracidn se puede realizar con induccién por el mimero do
vértices del orgrafo.

3.25. Emplear la induecién por la longilud del contorno.

3.28. La demostracion se puede hacer con induccién por el orden del de-
terminante.

§4

4.2, Partiendo de un vértice arbitrario del drbol, construiremos una cadena
afladiéndole en cada paso un vértice nuevo hasta que eso sea posible. En el mo-
mento cuando ya no se puede hacer eso, los vértices finales de la cadéna resulta-
Tén vérlices colgantes del drbol. El proceso de comstruccién de la cadena se
interrumpe a causa de que el conjunto de los vértices es finito y de la falta de
ciclos en el arbol.

4.4. 1) Segin el problema 1.26 por el sistema F (G) se puede restablecer
¢l nimero de aristas del grafo & y su conexidad.

4,9, Se puede hacer la induccién por la dimensién del radio del arhol.

4.12. La potencia es continual. 4.14. 2. 4.23. Hacer la domostracién con
induceién por Ia longitud del vector. 4.28. Es cierto. 4.30. Es cierto, 4.31. Ha-
hlando en general, no ¢s cierto. 4.32, Hablando en general, no es cierto. 4.33.
n—1,

4.34. Una red no descomponible no tiene aristas paralelas y no es p-des-

componible. De aqui que m < (;) — 1. En una red no descomponible cada

vértice interior tiene un grado no inferior a 3, y los polos, un grado no inferior
az conn>2

4.40. 1) a), b), c¢). Se puede. 3) a), b). No se puede. 4.48. Examinar T'%,
m > 3. 4.52. No es cierto.

§5

(3).q (™
5.2. 1) 2¥<7. 2) (m) . 5.3, 2) Emplear la férmula «de inclusiones y ox-

clusiones», 5.5. 1} Emplear el que en un grafo conexo, m < ( g ) ¥y m>=
=n—1. 2) En un grafe conexo con m aristas hay no més de m-+41 vértices.
El niimero de pares de vértices no iguales es no més do (m-2|-1) . Le aqui
m+1
ue ¥ (m) s;(( :
que P . m

5.6. Observar que el nimero de vértices en ¢l grafo no es mayor que 2m.
Luego es andilogo al problema 5.5, 2).

)) . A continuacidn ce emplea la fdrmula de Stirling.
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5.7. Véanse 5.5, 2) y 5.6.

5.9, 1) El cédigo de un drbol con m aristas es un vector bhinario de longitud
2m con m coordenadas unitarias. 2) Véaze 4.24.

5,10. Emplear 5.4 y la férmula de Stirling. 5.14. Véanse VIII. 3.18 y
VII1.3.19.

5.16. La red I' (2, b} que tieno las propiedades I y 11 es ol resultado do la
sustitucién de las aristas do la red T}, ¥ = 1, m =+ 1 en lugar do las redes del
tipo [§-, (2, ). El nimero do estas redes es igual al nimero de arrcglos de m
objetos en n - 1 cajones de tal manera que ninguno de los cajones en ningin

5 m—1
arregle sc encuentre vacio, ¥ es igual a ( il ) ,

n
‘ 5.17. 2) Utllizar el probloma 5.14.

5.19. Si el grafo no cs conexo, entonces se puede dividir ¢l conjunto de sus
vértices en dos francciones tales, que no existen aristas que unen vértices de
diferentes partes. Una de las fracciones tiene un némero de vértices que se com-
prende entre los limites de 1 y [»/2]. Un grafo con los vértices numerados so
define por completo con la eleccién de las aristas. El niimero de aristas que no
so permite olegir es igwal a k (n - k), donde % es ¢l nimoro de vértices en una
de las partes.

5.22. Todo subgrafo del cubo B® se determina por complete dando un con-
junto de vértices. El conjunto de vértices de un subgrafo conexo se determina
dando su soporte (un arbol que contiene todos los vértices). Pura presentar un
4rbol que sea subgralo del cubo B® se puede elegir algin vértice del cubo, per-
teneciente a un érbol (hay no mis de 2% maneras). Para dar un arhol con k
vértices no hay mis de 4#-! procedimientos. Pura cada arista del arbol se puedo
indicar su direccidn como arista del cubo B™ de no més que de » mancras, De
esto se deduce la evaluacién

(42):°) sao. ()5 ®),

@)

5.31. Sea 8 (n) la parte de aquellos grafos que lienen p (G) = 1. En virtud
de la desigualdad (1) tenemos que & (#) << p (n) — 0 conn — oo, Do esto sc
deduce el resultado. '

5.32. 2) Z(F (Ky.9h e far far far 1) = g7 (0 + 1) (2 Btata o+ 200).

5.33. 1) Tomemos una permutacién arbitrarvia a,, #,, . . ., a, de nimeros
del conjunto {1, 2, ..., n} ¥ cologquemos en ella paréntesis de tal manera que
resulle una sustitucién con estructura ciclica (7) = (1, jav » + «» Ju); €N c5le caso
primero se dispondrda j, ciclos de longitud 1, después j, ciclos de longitud 2,
etc. (0 sea que la sustitucién tendrd la forma siguiento: (ay) (ay) . . . {¢;) X
X (@4 1@5,42) - - ). Supongamos ahora que de dos permutaciones diferentes
de 1ds clemeéntos del conjunto {1, 2, . . ., n} se han construido de la manera indi-
cada anteriormente dos sustituciones m; y m, con una estructura ciclica {j).

5.26, ( ;)
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Se plantea la pregunta: ;cudndo 71; coincidird con m;? La coincidencia puede
tener lugar por dos causas: {1) en las sustituciones m, y n1, hay ciclos ignales que
su encuentran en diferentes lugares; (2) ciclos, que aunque son iguales (como
los ciclos de sustitucién) pero con la construecién indicada anteriormente ellos
comienzan c¢on diferentes elementos (por ejemplo (123) y (231)). La primer causa

R
lleva la repeticién de la misma sustitucién ﬂ fn! veces, yla segunda, alarepe-

kil .
ticidn H K% veces; ademds, cslas causas actian independientemente uno del
R=1

otro. 4 La demostracidn se puede hacer con induccién por », empleando las
relaciones de los puntos 1) y 2) de este prohlema.

5.34. Es Gtil emplear el siguiente hecho evidente: el ciclo es una sustitu-
cién par si, y s6lo si, su Jongitud es impar.

5.36. Se deduce del teprema cnumeracionable de Polya.

5.37. Interpretar de una manern adecuada los coeficientes del binomio
14 z y emplear ¢l teorema enumeracionable de Polya.

5.40. A cada grafo cotejarle una coleccién de grafos conexos, que sea colec-
cién de todos sus componentes de conexion, Después emplear el teorema enumo-
racionable de Polya,

5.42. Todo tornco se define univocamenie con su condensacién (con los
vértices numerados) y coleccién de componentes fucrles. La numeracidn de los
vértices hace falia solamente para cotejarlos con los respectives componentes
fuertes del torneo.

§6

6.3. Catorce. 6.4. Véase 6.2, 6.0. Se deduce de quo cualquicr funcidn fiEm
tiene una f.n.d. de complejidad no mayor que n2?-L. 6.16. Viase 6.15.

6.20. Se deduce de gue la complejidad del esquema dual al dado, es igual
a la complejidad del esquema incial, y de 6.18.

6.21. Si un esquema contieno no més de siete contactos, se lo puede dibujar
en un plano do tal manera, que sigue sicndo plano después do ailadir una arista
entre lus polos. En consecuencia, existe up esquema dual a ¢l. La sustitucién

en los (Mimos dos contactos del tipo 27 por z” lleva a un esquema que efectia
la negacién de la funcién que se realiza en el esquema inicial,

6.22. Escojamos un contaclo arbitrario do un esquema sin repeticién ¥
que realiza la funcién booleana f, y examinemos la cadena que pasa por esie
coniacto. Los valores de las variables, diferenics de aguellas que entran en la
cadena elegida, se pueden fijar de tal manera, que todos los contactos guo no
entran en la cadena resultarin desconectados. E) esquema obtenido realiza la
¢.e. dependicnio de la variable elegida. De este modo, resulta que cierto compo-
pente de la funcién f, ¥ en consecuencia la propia funcién f, depende sustancial-
mente de la variable clegida.

6.25. El esquema ¥ representado en la fig, 21 tiene enlre sus secciones los
conjuntos {z, g}, {r w}, {, r, v, 3} ¥ {x, w, ¢, u}. Lntonces, si exisle un esquema
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irrepetible £, que realiza la funcidén f*, pues en é] habri cadenas con las condue-
tibilidades xy, rw, zrvz, zwtu. Sin limitacién de generalidad, se puede considerar
que ¢l contacto x confluye al polo a de la red T;, Entonces a este pole también
confluye el contacto r, o bien ol contacto w. En el primer caso, en £, no existe
la red arez, y en el segunda, la red zwiu.

6.26. No es cierto, Utilizar el que-f (Tps ooy Tp) = f* Gu .y ;n} y el
resultado del problema 6.25.

Capitulo V

§1

1.1. Sea p (v, w) << 2¢ para ciertos v y w de €. Entonces S (v) N % (w) =
= 4. En consecuencia, cunlquicr transformacién 4 B® — C tal, que S} (1) ©
S gl (u) para todo w € C no os univoea.

1.2. 1) Hablando en general: no es cierto. 2) Es cierto. 3) Hahlando en
general, no es cierto.

1.3. Los conjuntos €y = {a € C, |l || cs par} ¥y €y = (R € C, || |l es
impar}, son cédigos que descubren un error. Aungwe sea uno de ellos contiene
no menos de la mitad de palabras de C.

1.4. 1] Descubre uno y corrige 0 errores. 2) Desecubro n — 1 ¥ corrige
[(n — 1}/2] errores.

1.7. 2) 16. 1,8, 271, 1.9, 2. 1.12. No existe,

1.13. Supongamos que para cierto n > 7 existe un (n, 3)-cédigo densa-
mente empaguetado. Entonces, segin el 4,11, para esta n el nimero 2‘:—0( :‘)
es ¢l exponente del dos. En consecuencia, para cierta k se cumple la igualdad
(n=4 1) {n® — n — 0) = 3.2k, Entonces, o hien n-+ 1 es el exponente del
dos, o bien n 4 {1 tiene la forma 3-27 para cierto r natural. 8i n 4 1= 27, en-
tonces n? — n -+ 6 = 3.2k-r, Sustituyendo en la Gltima igualdad n = 27— 1,
fenemog 22r-3 — 3.27-3 4. { = 3.22-"-3 Para r > 3, el primer miembro s
un nimero impar mayor que 3 y en ¢l segundo habri, o hion un nimero par,
o bien 3. El segundo caso se examina de manera andloga.

1.14. Supongamos quec los vértices o?r:(al, . B" = (B wons Bads
Y=(¥1, -+ ¥n) lorman un (r, d)-codigo. Sin limitacién de generalidad,
a=0y p (@, B)=d. Pongamos que Age={i:P=a, y=1}, a, 1€{0, 1)
Examinemos ol vértice § tal que 8;=0 con i€d,; y 6;=1 con igA,.
Tonemos p (&, 8 =11 T}l = dor U 4w U doo |3 4 Udro| =p B >, 08, B} >
2T =406 N=NPl=4d. ~

1.16. Sin limitacién de generalidad consideramos que 0 C. Para cada
ae By, existe, y ademds es tinico, un vértice FEC tal, que p(g. ¥ < d
Como el peso de cualquior palabra do cddigo no nula es no menor que
2241, entonces Y€ B3, . Sea A(y)={a: ©€B],.p (& Y)=4d}. Entonces,
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- U A{;)=B§+1 v para cualesquiera Yy, ¥;de Cf) B’z"dH, tenemos
YECN B4
AGINA (W)=o.

1.47. La distancia do cédigo do cualquier cddigo equidistante que tiene
una potencia mayor gque 2, €3 par.

1.20.1) En cadauna de las caras B+ 1s - d y pitd Lo d gonsipyj-
mos los cddigos Cy ¥ Cy de polenciam (n, d). Entonces CoUC;es ol (n-}-d, d)-
codige de potencia 2m (n, d). 3) i1Np1CAGION. Si € es un (r, d)-cédigo en /7,
enionces para cada cara (n—1i)-dimensional g, el conjunto Cfig es un
{n—1, d)-cidigo.

1.23. Sean n< 24, ¥ € un {n, dy-chdigo arbitrario de potencia m = 2.
Compongamos la matriz M, cuyas filas son palabras en cédigo. Sea R la
suma de distancias de par en par entre los pares (no ordenados) de pala-

L3

bras en cédigo. Por una parte R = ( 2 ) d. Por otra parte B= 2 hy (m—hy),
i=1

donde kh; es el nimero de unidades en la i-ésima columna de la matriz M.

2 —— a
Como h(m—h}ng, entonces wdgn%, Do agui que m<

2d
2d—n "
1.25. 3) Sea € un {n, k, d)-c6dige méximo, Entonces, el conjunto

Ci=1{a: @& C, a;=0} cs un (n—1, k, d-¢édigo. El ndmero de pares de tipo
(fs B). tales que 1 <<i<Cn, B€C; no supera n max|Cy| < nom(n—1, k, d).
1

=

Por otra parte, cada vector &€ C gemera n—4% tales pares. Do aqui que
(n—Eym{n, k, dyssnmi{n—1, k, d).

1.26. Supongamos que =€ BR, C= 8" §y C'&'m{ﬁ Y=ao@f, Bec).
Entonces, si \C es jun (n, d)-codigo y o (@, E){ d, entonces c,;nc.§=g.
Efectivamente, supongamos que Y€ C"&"' Te C?’J ¥ '5’=-‘5®E T=yda.
Entonces, ¢ (7, H=p@¥, Pe&) =07 ofad I=|coh e
@ (v @8] =0, puesto qua en el caso :cunt.rario aPDP=7 @d y, on con-
secuencia, p (&, F)=p ', 8). Pero ple Br<edyp i, '5‘] =d, pucsto que
¥, 8 ¢ €. Do esto se deduce la afirmacién.

1.27. Se deduce de 1.26, teniendo en cuenta que en cualquier cara {d — 1}~

-dimensional del cubo ™ las distancias de par en par entre los vértices no supera
d — 1 y el nimero de vértices es igual a 2d-1,

§2
2.2. Un sistema linealmente independiente es, por ejemplo, BY. 5i s vecto-
res de B™ son linealmente independientes, entonces todas sus combinaciones del

tipo (1) represenian en si vectores diferentes de par en par. Si se encontrase
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un subconjunto formado de n 4 1 vectores Jinealmente independientes, entonces
o realizavia la igualdad | BN | = 27+L,

2.4, Se deduce de gue el (n, k)-codigo es un subespacia B™ k-dimensional,
o sea que en ¢l el nimerg maximo de vectores linealmente independientes es
ignal a % y toda combinacién lineal do vectores de cédigo pertenece al cddigo.

2.3, Si en el cidigo existe un vector de peso impar, entonces, la mitad de
palabras de cédigo tiene un peso impar y la otra mitad, par. En el caso contrario,
todue Jos veclores tienen peso par. La primera afirmacién se deduce de que el
nimero de combinaciones lineales, en las que entra el vector dado de peso impar,
es igual al nimero de las combinaciones on las que é] falta. Todas Jas combina-
ciones se dividen en pares en los que exactamente uno ticne peso impar.

2.6, Ln vector no nulo en B™ so puede elegir de 2® — 1 maneras. Si se
eligen ¢ veclores linealmente independientes, entonces el subespacio correspon-
diente tiene 27 vectores. Todo vector del complemento a este subespacio forma,
con los i vectores elegides, un conjunto lineal independiente ¥ todo vector del
subespacio se expresa con una combinacién lineal de los vectores escogidos.
De este modd, ol (i 4 1)-ésimo vector se puede elegir de 27 — 2i maneras.

2.7, Véaso 2.6, 2.8, 2n-t, 2,10, Es cicrto.

2, ) m(C () =8, d(C(H) =2, 5 m(CUN) =32, d(C(H) ="

2.14, La matriz generadora M (C) del (», k)-cddigo C se puede reducir al
tipo (/3 P) mediante la sustitucién de filas por sus combinaciones lineales y la
permutacion de columnas. Si el vector @ es ortogonal a cada fila de la matriz
M (C}, entonces el vector 'ﬁ. obtenido de = mediante la permutacién correspou-
diente de las coordenadas, es ortogonal a cada fila de la matriz M (C), ¥y vice-
versa. Una de las matrices generatrices del eddigo C*, dual al codigo C, engen-
drado por la matriz ([ P) tiene la forma (PTI, 1), o sea, que C* es (n, » — k)-
-chdigo, De esto se deduce que también el cddigo C* es dual al € y esun (», n— k)-
-chdigo.

2.15. Analoga a 2.5

2.18, Es evidente que la distancia d de cddigo no es menor que ¢l peso
‘minimo de un vector de cédigo. Si p (@, B) < d para ciertas palabras de codigo
<, P, entonces, como® @ P, también csun vector de codigo v p Bee®h <a
so llega a una contradiccién con el enunciade del problema

2.17. Se deduce del 2.15 y del 2.16.

2.18. El niimero de unidades en la mairiz del codigo C es igual a -;— 1C 1 n

por oira parte, este niimero ¢s no menor que  {| C | — 1).
2.20, Sea @ = (&, . . ., &) el vector del peso d, ortogonal a la matriz /.
Tesignemos la i-ésima columna de la matriz H por k;. De la ortogonalidad de 1
n

a cada fila de la matriz ¥, se deduce que E oiihi; ="0. De csto se deduce la
4=1 =
relacidn de dependencia lineal entre agucllas columnas k; que enlran enm com-
binacién lineal. En consecuencia, a cadas de peso d del espacio pulode la matriz
If le corresponde la reunién d de colummas lincalmente dependientes do esta
matriz, De este modo, si cada d — 1 columnas de la matriz H son linealmente
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dependientes, entonces ¢l peso minimo del vector de cédigo serd mo menor
que d, y viceversa, si existe un conjunto de ¢ — 1 filas linealmentie dependientes,
pues existe un vector de pese menor que 4 en el subespacio ortogonal.

2.21. Consgecuencia de 2.20.

2.24, 1) De 2.18 se deduce que g (9, 5) =< 10. No es dificil construir un
(9,5 )-codigo lineal de potencia 4. Deaquique g (9, 5) € {4, 8). Supongamos que
Cesun (9, 5)-codigo lineal de potencia 8. Entonces cuatro veclores do cédige
tienen peso impar. Ningunos dos de estos cuatro se encuentran fuera de Bf. ’ero
enlre tres vectores de B siempre existen dos con una distancia no mayor que 4
entre los mismos.

§3

3.4. Examivar el cédigo {o, aabl, bb}.

3.8. Véase el 3.7.

3.10. El nimerc de palabras de Jongitud menor que I, en up alfabelo de &
kt—1
k—1"
existe una palabra de lengitud no menor que logy ({-+m (k—1)).

3.11. 1) Hacer la demostracion con induceién por n. 2) Para todo céddigo
divisible existe un cédigo prefijo con la misma coleccién de longitudes de las
palabraz de cédigo (véase [10], parte 5).

3.18. 1) Hacer la demostraciin con induecién por m,

3.19. Sc deduce de 3.18.

3.22. 1) Sea € = {uy, ..., ;) un cddigo binario prefijo y la longitud
maxima de la palabra cadigo, igual a n. Sea w = ;. . . &y una palabra de C.
Sea ¥ = (1, . « -, ¥y} un vector en el quo y; = oy i =1, h (w) y en las demis
coordenadas haya tachadurss, Entonces el veclor ¥ es un codigo (n — A (w))-
-dimensional de la cara del cubo B. De la prefijacién del cédigo se deduce que
las caras que corresponden a diferentes palabras de cédigo no se intersecan,

=1 .
letras, es igual a Z; § ki= De aqui que si k! —1 < m{k—1),en M

m
De aqui que ' 2N g 2, 2) De la plenitud del eédigo se deduce que para
F=1
cada® ¢ BM existe una palabra de cddigo w, que es un profijo de . Eso quicre
decir que la coleccién & se contienc en la cara correspondiente a la palabra w.
De la prefijacién del cddigo se deduce que las caras que corresponden a dife-
rentes palabras de codigo no se intersecan. Asi que la totalidad de caras, que
corresponden a las palabras de un codigo prefijo completo, da la particién del
cubo B7™ en caras que no se intersecan. De esto se deduce una igualdad. 3) La
demosiracién es anfloga a 1.1.34.
3.23. 1) Es cierto. La afirmacién se deduce de que todo cidige éptimo es
codigo prefijo completo.
3.24. Induccién por m.
3.25. Un cidige prefijo con una longitud de las palabras de cédigo

By oo hm existe si, y solo si, SV 27 <t (véaso el 8.22). Do aqui que
m

Ly =min E %i, donde el minimo se toma en todes los conjuntos {i, ...
j=1

283



n
veey A} de mimeros naturales que satisfacen la condicidn b3 2™ 1. EI
i

m
minimo de > A; se alcanza en talesconjuntos {Ay, « ..y hm} que A=Al <o,
1=1
1< 1, j <<m. Efectivamente, si existen tales A;, Ay que A;—7%; =2 entonces
después do la sustitucién de A; por A;—1, y de Ay por hy+1, la magnitud

m m

= . =3 : x
¥, M no cambis, y la condicién P2 i<t se sigue cumpliendo. Sea
f=1 il

{Agy ---2 hm} un conjunto de nimeros tal, que k;=Ai con i=1, m—r,

m
M=2A+41 con m—r< i< m, A es un nimero entero. Entonces, E hg=
fel

=mh4r, v la condicién toma la forma m2=*—r2~*=! <{1. Dela condicién

m
se deduce que > (log, m)—1 v, en consecuencia, 2 hi=m [logy ml.
=1
8.27. 1) Para m=3, suponiendo p; 3= p,=> ps >0, tenemos L (P)=p,+
42py+2pg== 1 pa+ Py > 1. Luego la afirmacién se deduce de que com la
operacién do ampliacién cl coste: del cédige no disminuye. 2) Para los

e>0 y m>=2 dados véase la distribucién P= (1-—-13. —m—g-i . %—-@—_—-i) .
&
donde ﬁrm.
Capitulo VI
§1

1.1. 1) No lo cs, puesto que la sefinl de salida en el momento de tiempo ¢
depende de la sefial de entrada en el momenlo siguiente. 3) Si, Jo es.

1.2, 3) No lo es. 4) Lo es.

1.3. 2) Lo es. 3) Lo es. 5) Lo es: la salida en el momento de tiemypo L es
igual a la negacién do la entrada en este mismo momento.

1.4. 2) No lo es. 4) No lo es.

1.5. 1) No se puede determinar hasia una funcién determinada. 2) La fun-
cién @ admite continvar la determinacién hasta uma funcidn delerminada.
3} Es posible continuar la determinacién.

1.6. Es suficiente examinar la funcién

ur i —_— )
@ (Xs, x,)={ o ow A= -
2P, sl Xy =00 y X, =27

1.9. 2) El peso de la funcién @ es igual a 2. 1.10. 1) Son equivalentes.
2) No son equivalentes. 1,11, 2) 8i, lo es. Por ¢jemplo, ¢; = =5 CON § = 1y

= 0. 3) No lo es. 1.12. 8i, lo es. El peso es igual a 4. 3} §i, lo es. El peso ¢S
igual a 7. 1.13. 2) 8i » = 3, entonces cn calidad de funcién adecuada se puede

tomar ¢ (z%) = (3/4).
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1.16. Con r = 3 en calidad de tal funcién se puede tomar
@ {10z
y)=G=O)@x(t—1)) v (t—1), t=2
1.18. Véaso la indicacion al problema 1.6, 1).
1.20. 2) Para obtener Ja respuesta suficiente examinar la funcién
GE®) =002(2) 2(3) v.. 2(t) ...
1.22, Es un operador engendrado.
1.24. 2)Si|A|=1y|B|=>2, cntonces |Dyp|= ¢ Si]B|=
=1y |A|=1entonces | Dy 5| = 1.
1.25. 1) 8i [ A | > 1, entonces cada clase Kj(s) tiene una polencia c.
2} £l ntmero de diferentes clases es igual a | 4 |

1.26. 2) Si | B|=1y|4]>=1, entonces | Dy, 5| = 1.

52
2.1. 4) Las ccuaciones canénicas tienen la forma siguiente:
¥ () =z ()= () ¢ (¢ —1),
g(=(x(OVZ(D 7 (t—1),
72(@=0;
la seiinl de entrada z (2) puede ser omitida puesto gue la funcién ¢ no depende
sustancialmente de ella.
2.2. 1) Se puede acabar de determinar el operador de peso 4, descrito con
las ecuaciones candnicas siguientes.
VO=2O 0 E—1) g (t—1) (=) D (t—1),
g ()=m(z(t)y o (t—1), g2 (¢ —1)) B =z ()5 q1 (t—1),

G =2 (Gt~ DVa (t—1)) ® q (t—1) D g (1~ 1),
41 (0)=2g2 (0)=0.

2.3. 4) El peso del gperador es igual a 3 (se pueden identiflicar los estados
que responden a los pares {g;.q;) = (1, 0) ¥ (g;.92) = (1, 1).

2.4. A cada funcién de peso w (del conjunto indicado do funciones) le corres-
ponde una tabla canénica que contiene n -+ 1 columnas «de entradas (también
se incluye la columna que describe el estado de la funcién) y m 4 1 columnas
«de salidas (agui también se toman en cuenta las funciones de transicién). En
esta tabla hay wk" colecciones «de entradas. «A la salida» de la tabla tienen que
haber algunas colecciones del conjunto que contiene wk™ elementos (colecciones
«de salida»). Para obtener la evaluacién superior necesaria hay que considerar

gue a cada coleccién «do entradas se le puede cotojar cualquier coleccién «de
salidas. :

2.8. 3) Las ccuaciones canénicas del operador ¢ tienen la forma

y(H=g{t—1),
q{t)=q (t—1),
g(0)==0,

o sea que el operador ¥ es auténomo.
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2.9. 1) La ccuacion candnica del operador oblenido del operador ¢ mediante
la introduccion de la retroaccidn por las variables z, e yy tiene Ia forma siguiente:

b (=1
- g (=2 (&) T (B) g’ (1),
' {0)=0.

210. 1) El peso del operador es igual a 2.
2.11. 1) En calidad de ¢ se puede tomar el siguiente a.-d. operador:

Y@=z (DValt—1),
Py e(@y== (DB 22 (1),
¢ (0}=0.

2.14. 1) y 2) Examinar el operador s {§s). 5) Es 0til investigar el operador
93 (9=¢), donde g—; es un operador engendrado por la constante 0.

2.15. 3) El peso de la superposicién es igual a 4. 2.16. 2) El operador es
auldnomo. 3) Ll operador no ez puténomo. 2.19. 2} Tal esquema existe.

2.22. Primero represente todos los orgrafos posibles de tres vértices, siendo
éstos numerados, que satisfacen la condicién ¢) y que tiemen el semigrado de
salida de cada vértlice igual a 2. En calidad de nimeros para los vértices de los
orgralos se pueden coger las cifras 0, 1, 2. Bs cémodo considerar inicial al vértice
marcado con la cifra 0. Después hay que «cargars con todos los procedimientos
admisgibles posibles log arcos de todos los orgraios construidos de tal manera
que resulten diagramas de Moore do algunos a.-d. operadores.

§3

3.4, 1) M es una clase cerrada. 2) El conjunto M no ¢s una clase cerrada.
3.3. Con induccién por el nimero de demoras se puede mostrar gue cual~

quier operador P de g, qwalﬁ que tiene una catrada transforma la palabra 0%

bien en una palabra del tipo ¥ (1) . .. y (ny) [0]®, o bien en una palabra del
tipo ¥ (1) ... v (ng) [1]* donde, n, es la longitud del preperiode (que depende
de la eleccién del operador ).

38.7. 1) E) sistema no es completo. 2) El sistema es complelo.

3.8. 2} {95 (X), Dot (X), Py tace {Xq, Xo-

3.10. La demostracién de esta afirmacién se puede hacer de la manera
siguiente. Sea M una clase cerrada en lfu;; diferente de todo el conjunte tinw.
Supongantos que M es una clase precompleta y examinemos la reunion de todos
aguelles subconjuntos M’ de dﬁ’\t,& ™M que satisfacen la condicién: [M | M') o
== By, Esta no es una unién vacia, Elijamos en ella alguna cadena maxima

(por inclusién), euya existencia so puede establecer mediante el teorema de
Tsermelo o bien directamente teniendo en cuenta la numerabilidad del conjunto

Do,y (ordenando el canjunto @\ M por el tipo de una serie natural). La unién
de todos los conjuntos de la cadena maxima elegida se denotard por My, Enton-
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ces M U M, serd una clase precompleta en P, En la demostracion se emplea
sustancialmente el hecho de que en e] conjunto ff’ch) existe un sistema completo
finito con relacién al conjunto de operaciones (2 = {0y, O, 0, Q4 Sk

3.13. Este hecho se puede demostrar casi de la misma forma con la que
se establecid la veracidad de una afirmacién andloga en el &lgebra 16gica (véase
el problema 11.1.16).

3.14. Si, existe (véanse los problemas 3.13 y 11.4.25). 3.15. Compirese con
el problema 11.1.17, '

3.16. Con k = 3 la afirmacién se deduce directamente del resultado res-
peetivo en Py. En el caso general (con k& == 2) se puede emplear ¢l subconjunto
de operadores auténomos.

3.17. Es numerable. 3.19. Eslo es una polencia continual.

3.20. Es 0til emplear «puntos de vista potencialess o sea comparar las
potencias de los respectivos comjuntos.

Capitulo VII

§1

1.1. 1) a) T (P) = 4%0%*1®, b) La mdquina T no es utilizable para la palabra
13013, ¢) T (P) = 10 [04) 1,
1.2. 4) El programa de una de las posibles maquinas tiene la forma.

Ty g3 il

0 7405 q.,08 g,08

1 aAR 2:1R miR

1.3. 2) a) 1°0°14,01; b) [10]® Ogyt=.
1.4. 3) Una de las mdaqguinas de Turing que transforma la configuracidn
K, en K, se da con cl programa siguiente:
7109:08  qudg 1L
migdR  gy0440R
g001R  gglgell
G1qiR  g4iq;0R
galq,1L  g.0900R
q409s0L  g;iqy1R
1.5. Se puede hacer lo siguiente: en el programa de la miquina de Turing
sustituir cada instruccién del tipo ¢;aq;BS (donde ¢ y § pertenecen al alfabeto
exterior 4) por } A |+ 1 instrucciones: q;aqifR, gjvqsyL (v recorre todo el alfa-
beto A); ¢; es el estado nuovo (cada estado tiene su g;).
1.7. Para la construecién de una maquina 7T, es suficiente afiadir m estados

complementarios (nuevos) g1, . . .. gm ¥ tcompletar» el programa de la maquina
I
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T, por ejemplo, con las inglruceiones: gy aqiaS, . . ., gmagmaS donde 2 es cierto
simholo fijo del alfabeto exterior,

1.9, 1) a) La composicién 73T, no es utilizable para la palabra 120*3,
b) 7,7, es ulilizable para la palabra 1901 y el resultado de su utilizacién es
101 (942,

1.10. 1) a) La iteracién indicada no es utilizable para las palabras. de] tipe
13 {k > 1). b) Tampoco ¢s utilizable para las palabras del tipo 48R+ (k== 1),
¢) La iteracion es usilizable para cualquier palabra del tipo 13%+ (k> 1) ¥
como resultado sc obtendrd la palabra 1.

1.41. 1) a) T (P) = 10%1. b) T (P) = 1%01,

1.14. 3) Una de las posibles maquinas de Turing

7,0000R  g,0g¢1L
qilg0R  guigqy1R
4200015 q50g0L
g21g:0R  qpigyll
q:00,0R g 0m0R
lg7zIR  gelgelL

1.16. 3) He aqui una de las posibles miquinas

10q04L  g3lgOR
10,0 09,05
200,08  q4lq.0R
7219:0R  qg0q1R
1507308 419543

AT 1) fley=za+ 1, fle, ) =2+ v+ 2.

1.18. Si se considera, como se hace corrientemente, que las méguinas co-
micnzan a funcionar cn el estado g, ¥ ¢n el momento inicial s observa la unidad
que ¢sta més a la izqulerda del cédigo del mimero z, entonces las mdquinas
indicadas en las condiciones del problema podrin caleular nna de las tres fun-
ciones siguientes: z, z — £ y una funcién indeterminada en todos sus puntos.

1.19. Si, esta afirmacién es verdadera.

1.20. 1) Habiendo un conjunte fijo (jinfinitol) de estados existe sélo un
nomero finito de maquinas de Turing no equivalentes de par en par (con un
alfabeto exterior dado). 2) Fxiste tal [ que cualguiera que sea n = 1, el subcon-
junte de todas las funciones de n lugares en M conliene no mas de ! clementos.

§2

2.1, 2) %3+ x4 = sgry.

2,2, 1) Primero so puede domostrar la recursividad primitiva de las fun-
ciones xy - 7, y 2® y después omplear la operacién de superpogicién. La ¢demos-
tracién directas de la recursividad primitiva de la funcién g (s) = &° tiene
este aspecto:

g (0)=0,
g e+ =hy (x, g () =22} 2r 41,
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o sea que &y (z, y) = 22+ y 4 1;

{ (@ 0)=22+1=g, (),
by (e y+1)=3(hy (z, 1)) =(2e 4y +14) 3+ 1;
£1(0)=1
B (x~-1)=1hy (x, gy (z)) =223,
0 sea que hy (z, y) = y + 2;
g (z, =2,
hy (2, y+i)=s(hy (2, ¥)) =(y +2)+-1.

25 [(5 =S5 28 () + g2 (e~ 1)sgzdgy+ galz =1, y-=1) X
X sgxsgy.

2.7. 2 By ([z4/2)) = 2z,. 4) Fay, (21 = z) = (2 + Tp) 5g @y, Pag X
K zy = 2y} = 1) — =,

2.8, 4) [ (zyy 2p) = 2y (1 = ).

2.9. No, no es cierto. 2.10. 1) No e puede. 2) 1 + sg z. 2.12. Todas estas
clases son numerables-infinitas. 2,17, No, no es cierto: la funcién 1a (=, ¥) puode
ser incluso idénticamente igual a 0. 2.18. 1) No, no es justo. 2.19. 3) Es justo.
4) Es justo.

2.20. 1) Si, puedo ser cierto. 2) Esta afirmacién es falsa para cualquier
funcidn f; de Kppg\ Kpr. 3) La afirmacién es justa para ciertas funciones f; y f
del conjunto Kpp™ Kpr.

2.21. 1) No, no siempre. 2) Esta inclusién es falsa para cualquier funcién
{ (z) de Krg\Kpr. 3) 81, la relacién es justa para cualquier funcién f (z) de
Krg\!(pr-

2.24. 2) No puede. 2.26. Si, es cierto.

§3

3.1. a) Se deduce de que en Kpr existe una fumcién que toma lodos los
valores.

3.2, A toda funcién primitivamente recursiva se le puede cotejar un con=-
junto infinitoe de términos que reflejan el procedimiento de obtencién de la
funcién de las funciones simplisimas. 2

3.3. Si existe una funcién universal parcialmente rccursiva F i Dyar o

+ +1 Z5) pues ella estd siempre determinada. Entonces la funcién Fzyy 2y, 29y . .0
=« 1 %) -+ 1 es recursiva en general y tiene cierto nimero y en la numerneién
que responde a Ia funcién universal F(»*1), Pero cntonces F (y, p, .
=Fy-0mn+ i

3.6, Hacer la demostracién con el métado de «diagonalizacitos. 3.7. 1) — 4)
No, 5) §i. 3.8. Analégicamente al 3.3.

3.11. Examinar la funcién

o=

() i‘(r.), si h(z)=0,

si A(z)=A.

#.12. Examinar nna sucesién ey, oy, . . . tal, que o, = 1, si @ (§) estd de-
terminado, ¥ o; = 0, si g; (i) no estd determinado, i = 0,1, ...
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3.13. Para todo autémata finito auténome su sucesién do salida es casi
periddica.
3.15. Por ejemplo, palabras invertidas.

3.21. Se deduce, de que existe no mas de ‘3,[@] diferentes configuraciones
do longitud S (P) para cierto ¢, que depende del alfabeto de los estados y del
alfabeto exterior de la mdquina 7. Si se repite cierta configuracién, entonces
la maquina T trabaja un tiempo infinito.

Capitulo VIIL

g1

1.1. 1) Cada uno de los términos de la permutacién puede ser elegido inde-
pendientemente de los demds de # maneras. Por eso, P (n, 1) = nr, 2) El primero
de los términos de una (n, r)-permutacién se puede elegir de » maneras. Si ya
se han eclegido i elementos, entonces el (i - 4)-6simo so puede elegir de n — i
maneras. Aplicando varias veces la regla de la multiplicacién se obtiene P (1, r)=
= (n)p, n = r. 3) Es suficiente observar que de cada (n, r)-combinacién mediante
rl permutaciones de sus términos se pucden obtener rl diferentes (r, r)-permuta-
ciones ¥ cada (n, r)-permutacién puede ser obtenida de csa manera, 4) A cada
(n, r)=combinacién A con repeticiones, compuesta de elementos del conjunio
U= {ay, ..., a,)le cotejaremos el vector % (A4) de longitud n 4+ r — 1 de r
ceros ¥ n — 1 unidades tal, que el niimero de ceros que se encuentran entre las
unidades (i — 4)-6sima e i-fsima es igual al nimero de elementos a; que entran
en la combinacién 4, i = 2, n — 1 ¥ el niimero de ceros que hay delante de la
primera unidad (después de la (rn — 1)-ésima unidad), es ignal al nimero de
elementos a; (respectivamente, de elementos a } que entran en Ja combinacién 4
Esta correspondencia entre las combinaciones y los vectores es reciprocamente
univoca, Por otra parte el niimero de vectores con n — 1 unidades y r ceros ¢
igual al nimero de subconjuntos de (r—1)-elcmentos de un conjunto de
nd4+r—1

n—1

{n 4+ r — 1{)-elementos. Este nimero es igual a (

1.2, 1) &% 2 kg kg o oo kiny 3) (:‘) . 1.3, 1) 2mng 2y (omy

1.4. Para cada n =1 hardn falta n.10"-! cifras para cada cifra diferente
de cero y {n — 1).107-1 ceros. 1.5. 2p+h3n-p-h __ {,

1.6. 1) 147; 2) 126; 3) 300 -+ 300.299 - 300.299.298 = 26820600, si se
diferencian los nombres, y 300 -+ 3002 < 300%, i los nombres no son forzosa-
mente diferentes.

m n
17.( 7 ) {2 ).
1.8 1) (14a) (14+ag) ... 01 +a.). A cada divisor p?} p?:, 0=t < oy,

¥
{— k=1
i=1, r se le puede cotejar el vector (By, ..., B.Y; 2027 3) T[ _1_p"__
—Ph
h=1
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Abriendo los paréntesis en la expresién A+m+ oo 405 ... Gtpr
-+ «.. -+pF") convencerze de quo cada divisor estd presente en la swina
exactamente una vez.

1.9. 1)(2_"‘_B ); L8

—n—Fk -’ili«:t(ﬂ_'at‘__‘3 )

p—h—k

1.10. 1) (n-};i;— 1). El nimero de waneras es igual al nimero de
vectores binarios de Jongitud » + & — 1 con » unidades ¥ k& — 1 ceros. La
correspondencia se establece de la manera siguiente: a cada suma se le coteja
un veetor tal que el primer sumando en la suma es ignal al nimero de unidades

que hay en ¢l vector ante el primer cero, ¢l segundo sumando, al nimero de

. —1
unidades que hay entre el primero y el segundo cero, otc. 24 ( ;: _ 1) . Coloca-

mos k unidades en cada intervalo entre los ceros de tal mancra que hava una
unidad entre cada dos ceros {el lugar que estd a la izquicrda del primer coro
¥ a la derecha del nltimo también se consideran intervalos). Las domss n — k
unidades s¢ distribuyen arbitrariamente. Tl problema se reduce al anterior.

i ) (2 5) 4+ (22 +("7"), véase of problema 1.10, 2y 2
(ntg)—t, reducir el problema al 1.10, 1); 3) (n—f:k) , reducic el problema
al 1.10, 1).

vzt ("3} e (30 +{[5]+9)".

.13, 1) #1;2) ( ﬁ } kL 2) (n)n (m)n: 4}%_

1.4, 1) 4 (n—4); 2)d(n—1)n; 8) 24n (n—1); 44 ( ; );5}45 (n—4); 6)4n %
dn—4y n—1

(M ")s newa ().
1.15. 5) Utilizar el 3).

n
((: )] ""’:'H' . Esta rolacifén es ma-
k=i

yor que 1 con k<< [—;J , ¥ menor que i con k >J—§?[ 5)8i en la suma

.46, 3) Examinar la relacion

estin presentes dos coeficientes hinaminales( ':: ) y ( ’;J ) tales, quo n;—

—ny >1, entonces, suslituyéndolos por (n;k—i) v ("-’;‘t) respectivamente,

obtendremos una suma menor que la inicial,

1.47. 1) Resolucién. Pondremos que a,_, :[ﬁf_‘l)fJ Supengamos  que

los coeficientes e,_y, oq_g, ..., @ i ¥4 estin determinados, entonces
Bnalisp = =
| m—an, (n—i]l—an_g(n—E)I-—‘..—an_; (n— iy J
(—i—1) .
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Demaostremos la unicidad de la representacién razonando por el contrario.
Supongamos que a cierto m le corresponden dos vectores & (m) = (tg, - - o Opoa)
y B (m) = By, . - .» By-y)- Supongamos gue j os el mayor de los niimoros de los
érdenes en los que los vectores se diferencian. Sin limitacion de generalidad se
puade considerar que oy < fi; Tenemos

n—1 n=1 j=-1 j=1
0= 5! Bt — 3 agilzBy—opjl— D) aplzjl— 3 !> 0.
1=1 i=1 i=1 =1

Hewmos llegado a una contradiceion. 2) (1, 1, 2), (1, 2, 3), (1, 0, 2, 1). 8) 4 a
ninguno, o, le corresponde]el nimero 109, 4) A cada nlimoro entero m (0 < m <
< ny le colejamos una permutacion m,, de los nameros 1, . . ., n. Mediante el
veelor o {m) = (e, + -+ Gip-y) indicames el lugar de los nimervs 1, ..., n
en }a permulacion fiy. Ponemos el nimero 1 en el lugar con el niimoro 1 + o, .
Supongamos que los ndmeros 1, . . ., i, £ = 1, # — 1 ya esldn colocades. Quedan
tedavia libres n — i lugares. Numgramos los lugares libres con los nimeros
1,2, ..., n — i. Ponemos el ntmero -+ 1 en ol lugar con el niimere 14 «,_; .
Despuds de que todos los nfimeros 4, 2, . . ., # — 1 ya cstan colocados, el lugar
de los niimeros n en fip, se determina univocamente, EIEMELO. m=15, n = 4,
& (my = {1, 1, 2), %, = {4, 2, 1, 3). El algoritmo de la enumeracién sin repeti-
cion de todas las permutaciones consiste en la generacién secuencial de los
nameres m (0 < m < nl) y las pormutaciones m, que les corresponden.

1.18. 1) Las coordenades del vector F(m)=(ﬁ,, «oey Ba) so determinan de

la mancra siguiente: f, es el mayor ndmero entero tal, que mz=> ( E’;‘ ) . B

PBy. .--.B; ya cstdn determinados, entonces B,y es el mayor ndmero entero tal,

que m—( E;: )_(}‘Eit — e —( Jc--ﬁii-i-i ) = (J?j:li)' La unicidad se

demuestra de la misma manera que en 1.1731). 2) 23. 3) (6,4, 1, 0).

o t 3 " n . "
4) Colejaremos a cada némerc entero m (0 = m < ( k)) un vector binario

g = oty .+ . .y @) Mediante el veclor Bom) = (Byr Pav - - oo By (véase 1).
Supongamos gue €n @, las unidades estén en las coordenadas con los numeros
B+ LB+t - .. Pp--1. mIEmPLO. m=1{7, n=6 k=3, P(m) =

= {h, 4, 1}, &, = (010011}, El algoritmo consiste en generar numeros m y los
vectores que les corresponden, Otro algoritmo. Comenzaremos la enumeracidn
desde el veetor t1, .. ., 1, 0, .. ., 9), cuyas primeras & coordenadas son iguajes
a 1y las restantes n cero. Examinemos el veetor binario arbitrario ™ = (&, . . .
.. .» otp) ¢ indiguemos el guo le sigue ¢n el procese de epumeracién o’ = (af, . . .
+ v gtp). Hallaremos el menor nimero j tal, que a; = 1, @34y = (. Entonces
haceinos o) = 0, o.;’,-ﬂ = 1 (idesplazamos una unidad a la derecha) y todas las
unidades qu» estén en las coordenadas con niimeres menores quo 7, las desplaza-
mos a la izquierda todo lo que se pueda. EIEMPLO. @ = (004101), j = 4, &'=
= (1000113,
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1.20. 2) Poner en (1) { = ~1. 3) Derivur (1} y hacer ¢t = 1, 6) Integrar la
identidad (1) de O a 1. 7) Véase el 6). 8) Efectuar la induccidén por » empleando

el 7); otro procedimicnto: examinar S 1;“;_—0“:1:. 9) Comparar los coefi-

cientes do ¢* de la parte izquierda y derecha de la identidad (1-4-8)" (14 £)™ =
=({1-4-t)"*"m. 10) En 9)hacer m=n. 13) Emplear la identidad (:)=

_(n——i)+(k ) . 14) Se reduce al 9),

1.21. 1)2 2} (2k)=(1+1)n+(1_1)n=2n
k

24 3} (g ) =UHOHAHO" (A2 4 (14 @ =2n 4272 cos
k

x Tt
m—1 2mir Znivyn
P2 e ™ (H-em ) i
v=0
m=1 Znir r—l Zni(ﬂl+a)
1 m
— e ==
f-‘ 2' (mk+s)
v=0

m—1 2ni (.’R.+s—r)

= 2‘ 2’ (mk+s) " mm% (mi:l;l;r);

h s=0 v=0
en ¢l ditimo caso se ha empleado la identidad

m—1 2nin {m, si n es miltipla de m,

X m :
vu e 0 en el caso conlrario.

=0
1.22. 1) -,}- 14+ V3 +(1— V)]
(Y =D e G VD (A TR i (i /= —=3)"
2) 5
43 — D,
3) nesoLucioN. Empleando laidentidad del problema 1.15, 2) se transforma
la expresidn inicial en

(3) S ()

r—1 2hi—r

=y F ( :) %"—3’ : (Zk:-_ir—r)
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Examinemos ¢l caso en el que r es par (el caso en el que r es impar cs andlogo).
Ponemos 2v = 2k — r, Entonces llegamosz a la expresién

~IT (1) 3 I )

ra i R s 1
S ( n ) A+ =" " —(1— v =3)"
— - 3 3

1.24. 2)Con | 2| < 1 la serie converge. La identidad se establece mediante
Ta descomposicién de la funcién f(f)=(1~-#)3 por los grados ¢. Hay que con-

L)) (0}_ a
vencerse de que T —( k ) i

3) (v;a): (—a)(—a—1) ... (—a—k+1} =(—1)k ( u-]—i—i)

Kl

n n
4 a—ky <o u_k+1 a.—k u+'l a——«n
) Z ( r )"'_ Zl [[ r-+1 r+1)] r+1) re1
h=0 h=0
5) Emplear la identidad (1 + e}e (1 4+ )b = (1 4 gje+b, 8) Se deduce del 5).
St se pone b = —1, 7) Consecuencia de las identidades de los problemas 3)

¥ 5). 9) Emplear la identidad (—4)* (i‘:") =.(“”2

L") 10)y 11) Véase el pro-
blema 1.22.

(mn)! nl o
bR 2) AR 3) Caleulamos con dos procedimientos el

nlimero Ay, (b, ..., k) de ordenaciones de n objetos entre los cuales hay &,
ohjetos del primer tipo, %, del segundo tipo, etc., y, por [in k, ohjetos del
lipo 5. PRIMER PROCEDIMIENTO. Ebn principio elegimos k; lugares entre n

para colocar los objetos del primer tipo. Esto se puede hacer de ( : ) maneras,
1

1.25. 1)

Después se escogerin k, lugares para ubicar los objetos del segundo tipo.
Eso se puede hacer de (n;k’) maneras, etc. Utilizando la «regla de la
2

multiplicaciéns obtendremoz que

An Gy, _“‘ks)=( :1 ) n:;c;) . ( n—k; — ka — gy ]

SEGUNDO PROCEDIMIENTO. Calculamos el niimero de ordenaciones n de objetos

diferentes de par en par. Consideramos que los objetos estén divididos en s

grupos de tal manera, que en el i-ésimo grupo hay k; objetos (i = 1, s). La elec-

cidn de k, lugares para los objetos del primer grupo, de k, lugares para los objetos

del segundo grupo, etc., se pucde realizar de 4, (ky, . . ., k) maneras. En el grupo

& los objelos so pueden situar de %, maneras (i = 1, s). De ahi que A, (ky, ...
ca kR L k= nl
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§2

2.1, 1) pEMOSTRAGCION. Para =1, Ny =N =N (o) = 8§, — 5 ¥ la
férmula (2), evidentemente, o8 vilida. Supongamos que la férmula es vélida

para n — 1 proptedades y que ¥ {1y « « -» 2 _1) 03 el nitmero de objetos que no
poseen ninguna de las propiedades o) ..., f,-y. Tenemos:

j‘\‘ri:!EN(E:‘ vaen Eﬂ-l):

n—1
NNt D N@nap— 3 N, ap o— . —
qi=1 1Si<jmn=1 igicj<hgn~-1

) — (=1t N{G;. sany Gpag) ()
Eata férmula también es vélida para el conjunto do objetos que poscen la pro-
piedad cn:
Z »
Ntge arey Bpogs Zp)=N ()= 21 Niog ap)4 ..o +
tSi€n-t
(=" N (Ggy -ery Bpoge En)y (%)
dondé M @y + « « Byo1y %q) 09 el nimero de objotos que poseenl a propiedad
apn pe~o no poseen ninguna de 1as propiedades @y, . .., %y Estd clare gue
N(?‘b ey En—n an}—NE(an Lt au—d)—
—N(tyy aony 2pqil afl)'F
Restando la férmula’(**)ide la formula (*) obtenemos la férmula (2). 2) Demos-
tracién con Induccidn por el nimero de propiedades. 3) Al observar que ﬁ}lﬂ =
= N, — Ny emplear induccién por k. 4) Deducimos, por ejemplo, el (2, del (3).
Suponiendo que en (3) m = n, obtenemos N = Sn en concordancia con (5).
Suponramos que la férmula (5) es vdlida para todoslosk = n — v+ 1, v = 1.
Bustituyendo en (3) m por n — v y empleando una suposicién inductiva, pone-

mos en 1ugar de Sy, _y45 para cualquier k > 1 el segundo miembro de la igualdad
{5) on la que k estd sustituido por » — v+ k. En‘onces

¥ n
Bogtpy— (PR B (L ) e

R=—y n—v+k
h=—=t P T | .
n . m=ntV s
n o L fm—nv
“Vev= 3 D) A 3 (T =
m=n=v4i h=1

n

= 3 (,I,) ¥m

m=n-v 2%

Asi que la férmula (5) estd demostrada. Lia férmula (6) se demuestra e manera

n
5 ; o k
andloga, para eso es suficiente convencerse de que R (n, ry = 2 {—=1)h-r (;) b 4
. h=r
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X 8y >0, para todos los r. Emplearcmos la formula (5) Tenemos

nen= 3 =0 () 3(7) bom S S oo (5) ()=

v=i
n v %
Q2 ¥ N—ni - Y v—m—A_
1 Y E— t
Z’ N"(m)z{ 1) (fc-—m) ZN"(m)(r—m—i)ko‘
Vemp Ae=r B
22 Perak=10,1,2 3, 4 las
3 _1_ 1 0 i
T b
2.3. 1) El niimero de distribuciones de objetos, en las que k cajas dadas se
quedariin vacias, es igual a (n — k)7, 8} = (:) {(n—&)". Ahora queda emplear
la férmula {2). 2) Utilizar el resultado del problema 2.1, 2}. 3) aplicar la férmula
4) de 2.1, 3).
2.4, 1) 20%; 2) G0%; 3) 70%. .
2.5, 1) RESOLUCION. Sy =13, §; = 23, §; = 12, ¥ = 0, Segin la irmula
(2) 0=13 — 23+ 12 — §;, do donde S; = 2; 2) 6; 3) 3.
2.6, 2) 542; 3) 734 6) 53,
2.7. 1) 3% REsoLUCION. Examinemos el diagrama de Venn; Cada uno de
los n elementos del conjunto U puede pertenecer o no pertcnecer a cada uno de

probabilidades son respectivamente

X X
Y@

¥

los_'wujuntoa X, Y, teniendo en cuenta que seglin el enunciado X Y = ¢,
De esto se deduce que el nimero de los pares huscades (X, Y) es igual al nimero
de n disposiciones de diferentes vbjetos en tres cajones (el papel de los cajones

lo cumplen las casillas XV, X¥, XV del diagrama). Pero el nimero de tales
disposiciones es, evidentemente, igual a 30, 2) a27,

3) 3. innicacioN. Observar que de fa condicién se deduce que
XnYnZuxn¥nzuxn¥nZ=v
De este modo, ¢! problema se reduce al cileulo del piimerg de las colocaciones de

los clementos del conjunto & por-tres casillas XYZ, X¥Z, X¥Z del diagrama
correspondiente.
Ag

4 Br— n +Tn+‘lt'r 2“+n(n’;-3)+{.

Resolucidn, Del nimero total 3% de pares (X, Y) que
By) | Bi| | B satisfacen la condicién del problema 1) hay que excluir
: los pares que pertenecen al conjunto C==dg |} 4, U Bg
UB; U B, dondo 4y={(X, Y):| X | =0}, 4;={(X, ¥):
Ay X =1}, Be={(X, Y):|Y[=0}, Bi={(X, Y):
| ¥ [=1), Be={(X, ¥):|¥|=2). Bs evidente quo
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AgNdy=@, BINB=@ (0< 1< f<2). Porewo [C|=|do || A1+ Bo|+
b 1By |41 By |—1 4o ) Bol=— | 40 [} By|-={do 0l B3l—| 41 | Bol—| A1 By)—
1 41N B, | (véase la figura). No es dificil notar que | dp}=2" (n elementos

del conjunto U se distribuyen por las casillas XY y XY. Las casillas XY y
X¥ son vacias pueslo que X = @). Analdgicamente, | Ay |=ne27-4, | By =27,

1B, 1=n-2n1, 1By |=(

0By |=14:0 Bol=n, | A, Byj=n (n—1), 1Aonﬂ,|=( 5 ) . 1440 Ba| =
nnt4d)
2 r

) on=2, Continuando, tenemos |Agf)Bg|=1, | 4o

=n (”';i). De aqui que | C|=(n--2)2R—+n (n—1) 20~5 —
y el nimerc de los pares buscados es igeal a 3" —| € [. 5}2n (2" —1). B)(n4
42)2n-1—fn2.

2.8. Calculamog el nimero N, de maperas de acomodar a los invitados
de tal forma, que los & parcs dados do caballeros enemigos no estén sepavados.
Unimos cada uno de los k pares enemigos dados en un «ohjetos, Entonces habrd
2n — k objetos que se pueden colocar de {2n — k)! maneras. En cada uno de los
J pares enemigos dados e pueden cambiar de sitio los enemigos. Asi que Ny, =

=oh{2n — k)l ¥y S = (:) Ny i Empleando la férmula (2) obtememos que

n - i
el nimero buscado es igual a 2 (—1)k (:)2Jﬁ (2n — i)
h=0

2.9.2 ) (-—1)'!( 5 )(Zn—k)k[(n—k)!]‘-
k=0 ’

§3

3.2, 1) epe3% 2 ey (V=) -H(— 1) ea (Y =3)

9 055 ) e (2R ) 0 ot e Bleah e (= +
e (—2)™ 6) (— D) (e + eant-can?)-

3.3. 1)La solucién general tiene la forma a,=c;+-¢,8". Do las condicio-

nes iniciales tenemos ¢; + 3¢, =10, ¢;+ %¢y=16, de donde ¢, =7, c;=1. Ash
que ap=T+3%. 2) BRfPt(—i. 3 e-bemten (=27, donde o=

14—b—dc b4-c— 2a __2b—c—a
) ) G2 ) , Ea= 18 . 4) cosaun.
. o A4+p+Pp—a@4p . o
N == = 2) o=rm——
Wl ) r=Tprg T+r+o® P A s
o (—p—4}4-2p (p+2} . o . o
3 1oy e et A
3.5.1) 1 +M . Se busca una solucidn parcial de la ecuacibn gz, —

2
—ap=r en forma do a}=nr(an-b). Sustituyendo af en la relacién inicial,
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encontraremos que wn=-?-'—{-'32:£. Hagamos la sustitucidn a,‘:w-k

+-bp, entonces,jbn . —by=0. Do aqui quel b, =¢, donde ¢ os una constante
4 an=n—(’—‘§ﬂ+c. De las condiciones iniciales se encuentra que c=1.
2) = — 4N 32050,

INDICACION. Se buscalasolucién parcial en forma de af = ¢-5™. 3) 0,5 +
+ §0.27% - 6,5.3" =— 4n® — 13n% — 50n. ’

3.6. 1) No degoncrado es el caso en ¢l que, o hien ¢y 5= 0 o bien p, == O.
8i g, = py = 0, entonces es ovidente que a, = ¢,pd, b, = cyg¥. Sea g, = 0.

1 : o
Entonces b, = = (ap42l— Pin)y bpar = 'q_(“ﬂ 42 — Pifp ). Sustituyendo
1 1

bp+1 ¥ b, enla segunda.relacién, obtenemos ap4z -+ (—py — @) dp4a -+
+ (p17el— pami) 4, = 0. El problema se ha reducido al 3.1. 2) a,, = (5 -~ 2n) 27,
by = —(1 4 2n) 2% 3) ap=c¢+ {(—1)"* ¢y + 5,5n, by, = ¢ -+ 0,54
+ (—1)" ¢y 5,5n.

3.7. 1} INDUCCION POs. . Con n=2 larelacidn Fypp =F 1 Fpp -+ FoF i =
= Fpn -+ Fp 1, es vilida para todos los m == 1. El paso inductiveo n — n - 1:
Frtrim = P + Fpama, = itfm t Fifmis + Fazfn + FaaFpaa =
= FpFo+Fp +1Fp 1. 2))Hacer indeccién por & empleando el 1). 4) PROCEDI-
MIENTO.DK REPRESENTACION. Seleccionamosel mayor nytal, que P, <<N: después
el mayor n, tal, que Fo, < N — F, , otc. La unicidad y otras propiedades de la
Tepresentacién se demuestran directamentr » por induccidn, 5) TNDICACION.
Hallar Ta solucién de la relacién Fi,, = F,4; -+ F, con las cuondicicnes inicia-

fles Fy = ¥, = 1. B), 7), 8) Demostrar con induccién por n.
L3
3.8. 1) La funcibn generatriz do la sucesién o™ es la serie ») o™, Si
]

jat|=<21. entonces la sarie converge a la [uncién A (). En consecuencia, con
jat] <1 ta funcién A't) es goneratriz paru {a"}. La funcién exnonencial ge-

at i
meravizde la sucesibén e es la serie 5_‘, ta)? } « 'Esta ‘serie converge a la
n=0

o0
funcifn e con todos los t. 2) La serie 2 nt" que les una funcidn goners-

n=1
oo
dora para a,=n se obtiene al diferenciar fcada /término de la serie ) ¢*
n=0

y maltiplicarle a continuaciébn por ¢. Con |t|-<<1 ¢s admisible emplear estas
soperaciones y eso lleva a la funcidn ¢ (1 —#)~%. La funcién generatriz expo-

=1 Z il oy ==t exp 1.

=0 T
foo o @0 oa oo
39.1) A()= 2 aptt= D) !%’,'— tn { e—x;n'd'zms e D) !% (zt)™ dz =
=0 =0 FR 0 -

= g = Ei{xt) dx;
i



oo oo

2) ie"‘ex‘d.ﬂ: 11t £ et du=(1—1¢)"1.

3.41.¢1) Multipliquemos la igualdad @, =bn—by.y por t* y la sumamos

oo o
por n. En el dominio de la convergencia de las series 2 ani" ¥y 2 bpth

== i
Ll oo o
son vilidas las identidades ) aptt= ) (bp—bpg) th= 3} bpt"—
n=0 n=>0 n=0

oo
— D) bpgt® =B (1) (1—1). 3) Observar que by = ap_g —ax. De aqui que B ()=
n=1i
=—A@) (1—1t)4ap ag=8 (1),
3.12 1) PRIMER PROCEDIMIENTO. Sea C () una funcién generatriz de la
sucesidn 41, 0, 0, ... Segin el enunciado C (#)=4 (¢} B (f). En consecuencia,
n

se tienen que cumplir las igualdades 1 =apby, 0=agh;+asbg: - .., b= 2 antby,

n

+. Como ap= (:‘) , entonces para todos los n=1, 2, ... Z (:ir)b;=0.
i=0
y para n==0 ( ’3) bg=1. Hallamos sucesivamente by =1, by = —m, by=

=w, b,w—w,' Con induccién por n no es dificil

mostrar que i, = ( _nm) Asi que B () =(t-#)"™. SEGUNDO PROCEDIMIENTO,

A =(1+™, B(0)=1 40| =1, De aqui que bn = ( f‘n’"). 2 Bl)=

=1—at, byp=1, by=a, by=0 con n>2. 3) B{C}-‘-‘—"{lv—t)', byp=by=1, by =—

—2,b,=0 con nZz3. 4} B(t)=(1-+", byp=(=—1", bgnyy=0. 5) B{l)=

i) il donde B, es
nl ' L

el nimero de Bernoulli con el ntimero de orden n. 8) B ()= V1+F1, ba=

=(112)_
aae. (") gmrem 2 4 9 (=0 () 4 (—omm (7))
5) (—nn-m D) (—pe— D (k ) (n—-_m'”ikr)" 6) ('%')Mz ( 2 ) con n par,
R

}Hl

t
= o el i =1, b1=—3‘, banuso n>1, bgn=

y 0 con n impar; 7} (;-_mz) 2“"—(: )2"'5 9) {—1‘;"'1 1(}){—l

dz__ ; L3 ... @it
INDICAGION, Aprovechar que Tpas T are tg ¢ W) — 7 3.
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e az i3 1
X o INDI(‘ACION.“S Vi—p = sen #; 12) (._2)‘nmm con n par,
Ul

. e (— 1)/ 3. 0 e’ 44 1yn 2!
¥y D con n impar; 13)mcon n par, y 0 con n impar; 14) (—1) g Rt

n—1
< (m—‘l) !

3.15, 1) Comparemos los coeficientes de %1 en la identidad (1 + 07 (1
= 8)"M-2 = (1 1)"~7-2, Por una parte este coeficiente es igual a 2 (nis) pd

—r— - 2 ——nl-—2 g
x( 200 = 3 o (3) (R moreten (T2 %) =t x
x (n_nii). 2} INDICACION, (m) (8 )____(:‘) (2::) . 3) Examinor la iden-
tidad (1_17)”‘( —i)-r-1 (___“_ —ym-n-1_ Examinar la identidad ((1-
+!)n+“'_‘t]n|’:u+‘)“+(1—‘}’“+2(1—!“)“ 5) Examinar la identidad
[+t =" [+ ) — (1 =) ]= (142" —(1—)*". 6) Exominar Ia
S + 2g)nrl —(— 2yl

[CE=CE

idontidad X' (14 20meher (—gmnhm (14 2pynen O ¥ comi-

h=0
parar los coeficientes para 12791,
3.16. 1) Multiplicando por (»*? y sumando, obtendremos A (#)=at—ay-4

=+ piA (t)— pugt +qA {¢) 2. 2) Prescntaremoz A(t) en la forma 1 El?t : -+
bt

. B a3+ pag—+hiap
—|— ? 7- Hallando ¢y ¥ ¢; obtendromos que 4 ({)= = ( =7yt
—m"'-—im"-;:;}ﬁ)_ Al hallar el coeficiente de ¢ en la descomposicion de

=—ha
A (t) en serie por el exponente ¢ oht.endremos la cxpresién para a,. 3) Pre-
SORLemos — B :
sentemos A (z) cn la forma 1\1 —|-(1'__‘.“),3 . De la :guuldn(l M+
. 8o+(a,—2hap) ¢

halluthos que ¢y = -—-%‘—--l— 2ay, eg= Iy —ag. Des-

+a -4.:;2 —A0R A

0

componiende A (¢) en serie, obtendremos A (1) = E (cyph™ Fep{n—41) A7) 17, ap —

. =0
tg—4-n (%_—ao ) ) An,

p . 4=t . t ; . .
347, 83) A (t}=1—_—3—‘—ﬁ . B(:)=m, 4) Deducir de 3) que

/E 1 SRy L
12+v}_.; ( 3+2V.5) ‘;i/; (3 _21 5)11'

ety (SR (2

@y =
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3.18. 1} Multiplicande por ¢* y sumando la relacién inicial obtenemos
A {t) — ay = tA? (1),
3.19. 1) Numeramos los vértices del (r -+ 2)-dgono con las cifras 1, 2, . ..,
. 242 cn el sentido de las agujas del reloj. Son posibles dos casos. PRIMER
cAsO. Por el vértice n-}-2 no pasa ninguna diagonal. Entonces tiene que existir
una diagonal entre los vértices 1 y n -+ 1 y el nimero do maneras de parlicién
©s igual aa,_;. SEGUNDO CAS0. Existe una diagonal que sale del vértice n4-2.
Sea k un niumero menor tal, que el vértice k - 1 estd unido con una diagonal al
vértice n + 2. 8i k = 2, entonces existe una diagonal del tipo (1, ¥ 4+ 1). Enton-
¢cs ¢l nimero de particiones del (n -+ 2)-dgono inicial es igual al ndmero de
particiones del (k¥ 4- 1)-Agono con vértices 1, 2, ..., ¥+ 1, multiplicado por
el nGimero de particiones del (» — & 4 2)-igono con virtices k 4+ 1, k4 2, .,
v n+ 2, 0sea que es igual a ap.,8n4y (2 < k << ). Es natural considerar
n

que ag=1, Entonces tendremos ap= E ay_qa, . LO mismo que en el problema

3.18, hallames que 4, = n+1 [2:1) . 2) ey = 3

n4-1
forma amilogh al problema 1);
3.20. ) {ulnp]:cando por t® y sumando por » obtendremos para la funcidon

(2:) « 50 resuelve vn

generatriz A (f) 2 a, 1™ la ecuacién funcional A2 (1) = A (2f). Huscaremos
=0

su solucién en la forma A (f) = ™', Evidentemente esta funcién satisface la

ecuacién funcional. Teniendo en cuenta que a, = 1 hallamos que & = 1, de

donde ay, =-~;:T. La unicidad de la solucidn se deduce de las relaciones iniciales.
1] "

(nl)‘ 40 (n=0, 1, ...

3.22, 1) De A(t)=(1—qt) A(gl) se deduce que ap=anq"—a,_,7", de

4) typiq =0, ay, =

nint-1) n
donde ap=gq =[] (=11, a=1, 2, ..., ap=1.

Re=i
326.[4) ¥ 2 S, kL4 )= {1 [(:"_l:: - (vj_i)_] x
=
41
X (A= DY ("+‘)<v+l>h+2( 0 () 4=
y=1

=S (n+ 1, k, I) -|— Sin, k0.4 DBmostracluu con lnducclﬁn por k empleando

el 3). Para cualesquiera lyn > 08 (n, 0, ) = Z ( 1y (n) = (., Suapongamos
ve=10

que la afirmacién cs justa para cierto & = 0, cualesquiera n > k& y cualesquicra I,

Sea k 4+ 1 < n. Del 3) tenemos S(n, k41, ) ={n+ 1) §(n, & -+ nS X

X (n—1, k, I). Como k¥ < n — 1, entonces, por presupueste de la induceién,

S{n, ky ) =8 (n—1, k, ) =0 y, en consecuencia, S (n, x4+ 1, }) = 0.

5) Emplear 3) y 4). 6) Emplear 3) y 5). 7) Consecuencia de 2}, 3) y 6).

am



3.27. 1)Mostrar queay (1) = t {1 — )2 yque (1 — al) o,()= nto , 4 {#).
§4
4,1. 1) Se deduce de’ que paraf n>2 y 0<C{ < n son vilidas las desi-
T
2
gualdades 1 << (i-1) (1 — §) < (2%1] . 9 (1+-i.)“=.2 (%) rrs

k
heQ

mn n
= Z‘ —t’r—gz+2 2-% £ 3. 4) Hacerlo con induccién por n empleando el 3).
k=0 Re=l

6) Utilizar la desigualdad de Cauchy: ?fﬂ;a,...nhg%—_{_ﬁﬁk”—'_tﬁk—,

a; =0, y el hecho de que la media aritmética da los factores que se encuen-

T
tran en el primer miembro de la desigualdad es igual a mi_—”g‘]i 2=
o1 ) _@n—)11 Y B ant1y2_
Sy 7) Poner ap e y mostrar que (——an ) >1,
o0
__xa nR nn
Gidy A= T
k=0
4.2. 1) Emplear los 4.1, 1) y 4.1, 4). 2) Al demostrar la segunda desigualdad
nn Bha1
PANOL: Sy et Y mostrar que a; = 1, o =
R (n— kyn=h
AT
(1+ 1 )n-h—i X
n~k—1 n—1 2{nd-1}\ __ 2n41¢2n
- > k<220 3 ( nrt ) =237 (7)>
(1+3)

2 (2n-j-1) 47 W i
2V nm+1) Veat+ti 2V ntil

;parala 2a.desigualdad emplear 4.1 7).

3

n
4. 5) Zik [:)2=_‘;. (2:) 45. 1) SI. 2) No.
By

T
1 - 1 s
4.6. 1) Da = E (aj—a)? > = Z {(aj— a)*=8yt%. 2) INDICAGION.
i=1 L fcl—;f;t
Evaluar la fraccién de aquellos vectores hinarios de longitud n, cuyo nimero

de coordenadas iguales a la unidad satisface la desigualdad |k—%‘ >t n

T n
2ntt__{ 1 n 1fn Al 1 (n
b Bt S Ly Sedpny, > F#(2)<
abt AW k) < % ( k RN NS kA E
n
1 n on+1
{_(n‘fz)—'l/;k’ga”‘,‘?o( k)‘= n—2 '/_Eloggn . Ver 4.4, 1) y 486, 2).
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4.7. 1) Empleando la [érmula (13) obtendremos

(n)= VR ah (140 (1/n))
V 2nk (n—F) k* (n—R)nh *

Pongamos x=%—k: entonces la expresién obtenida se puede escribir en
la forma

( : ) (140 (1/n)) 2041
"I n
Vo (SR ) (=507 ()

A continuacién tenemos

)

] (-2)7 (14 %)
) (2= (fe) (2 d () )
HFe) (B () )2 o ().

- {Zh-n)

’ n on+l e

De aqui que( )~—_e n
k V 2an

rema de Moivro y Laplace. Véase por sjemplo [32].

4.8. 2) EVALUAGCION DESDE ARRiBA, Empleando la desigualdad (13) obte-
nemos

2}, 3) Cambio del enunciado del teo-

al 1 - {_L_ (.
T Gl ~ Vo W P \T2n  12hn

1 1 i
T pn +35 (n)® ) 360 (pn)® }

Sin limitacién de generalidad se puede considerar que A Z=p. Entonces
1 1 1 i 1 1 3 n

Zn <{i2kn * FEO(wP T B0 (P = 180 < Tgpn + DO PUi que (Jua) L
< G (n, &). La evaluacién inferior se demuestra en forma [andloga.
3} Empleamos la evaluacién inferior del problema 2). Si An>3 o pn =3,

1 1 { 1 o

ontomots 121n+12|.|.u <7z 12 -L.gg:.T‘ Jeso exp{_?} >K£- -'SiAn <3
y pn < 3, entonces 1 << pn << An < 2 y desigualdad se comprucha directamente.

Para An=pn=1 "tencmoa (1:1)=-$G (n, ). “4) La evaluacién desde

n i
arriba E ( ; )-‘é.: xr:,) ZX (L%l)lm??\i—._‘f(?:;)'

h=in imf)
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Re={ k=i h—1

4.9.1) (”)h=ﬂ“l-l_ (1——;—)=n"exp2 In (1-—%) , pero E ln(i—é]:

i=0 =1 f=i
k-1 = F o el
S PV 5 1

s N 2 v (‘,T) S e - 38) iND1cACION. Demostrar que

Tl vt vl =1
L

=B L0 () Véase 413, 2
Z _i+1+ (&%) 4.13, 2).

Ve §

4.12. InNpicacion. Para f{zx)dz la suma integral superior es

Bz

™m m=1
3 f(k) y Ma inferior es Y} f (k)
Bonit h=n

4.45. 1) Descomponemos A{f) en las fracciones =zimples: A4 (¢) =

ﬁ+rc’—-—‘-+...+iﬁl—§+3(ﬂ. donde B (t) es polinomio, Para hallar ol

- mT

coeficiente ¢y multiplicamos A(f) por A;—t. Entonces (i, —t) 4 ()=
(t)

755 = s Para [t =%, lel primer miembro seri igual a ¢, y el

segundo, fa —?‘ﬁ"(l(’(k_l;l‘ Asi que c1=—r;-9~(—?(~%—2—-. También se pueden calcular
[ 1 a

anélogamente los coeficientes ¢; (i =2, m). La fraccidn T—Tim se puede des-

& ;
-1

componer en una progresién geométrica (i—-%] = (%a-)"' Obtene-

Y

7 o
mos A(t}:Z -%2 ({;—)“-I-B(t). Do aqui que para n grandes a, ~
?n §+12-|[+ +xn+\1 e“‘f H—I..

0 ez D o (4 (37 e (-5 (3
4) g =0, agpyy ~ (—1)7 2043,

5) INDICACION. 618 — 176 4 3513 — 22 +- 4 = 6 (r, . ) (:——1-) P

Pl
X (=142 VB (t—1—1VB), ap ~ 237,

417. 1) ap ~(—~38(—2)"). 2) Sea A(t)= 3 ant". Multiplicando los dos
ne(
miembros do la relacién por ¢* y sumando, obtendremos A (f)—1 =gtd (ty4-

¢t (4— 1)t — ptA (1). De aqui que 4 (£) =-’T (A —1)- 14 %(1 =) ) A, =
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A g=nr . = BIEEL 2nn o . dmn |
By ~ 12, 3)ap= (sen_——-_3 ~sen — ) 4) ap ~ 30,

3 3
5) @y ~ n?2n-5, ¥
4.18. 1) Anotamos nuevaments la. ecuacmn en la forma :—ln t-—ln z(*),
Puesto que i~ oo, pues se puede conslderar que t>¢ ¥, on consecuencm
#>1. Entonces de (*) se deduce que z < Int, o sea gque 1{::4 In £, De
aqui {que Inz=0 (inln¢). De este modo z=In t-|-O (Inlnt) con ¢-—> oo,

Aplicando logeritmos tendremos que Inz=In In 1-}-11: (1+O AL t)) =

Int
=Inlnt40 (% ]'. Sustituyonrio en (*), obtendremos una nueva aproxi -

macidon:y z=lnt—Inln 1+0 (hi;]: t) . D¢ nueve hallando por logaritmos

y sustituyendo el resultado en el segundo miembro de (*), obténdremos uha
aproximacién més que da la exactitud exigida (véase N. G. de Brein. Méto-
dos asintdticos en el andlisis. M. Literatura Extranjera, 1961).

4.49. IND1CcACION, Primero mostrar que f{f)=o(f) para t —> so. Lnton-
ces la igualdad inicial se puede escribir de la forma siguiente: &'/ =¢4
o (t}=0(1). Empleando esta igualdad mostrar que f£(?)=2¢(1) y transformar
la igualded inpicial en M =¢40(). Por fin demostrar que f(t)=

~ 2o ().

4.20. 1)” Por medio de las relaciones (14) y (15) obtenemos que az=

o
128

a‘g%. Con n=>38 la desigualdad (I5) se puede escribir on la forma:

Bnag &1-“1}%44“ (er"n)- De esto se deduce gue si ap =< 1/8, entonces

también an.y =< 1/8 para n = 8. ﬁprovechando el que e < 1/8 deduciremos
+2

de (15) una desigualdad nueva: apugS - 2‘"3 v B i 52 _|.-1_( (i)”’ I

4n+1 4
2 3yn+2 1 e 3 n
"1";:;-3 + 4an ) = (-—4—) +~2— apn. De aqui, por induccidén, ay QQ(T} !

Empleando esta nueva aproximacién deduciremos de (15) la desigualdad

2
am,Q%-{-Gﬁaﬂ (%)’H- . Utilizando esta dltima obtendremos que a, =

- RS
-2 (10 (3)). .
- ", n— ’
4.21. 1) Veamos la relacién ay = Tk k+12 . 81 k<
<[log, logy n], entonces ap > 1, si k> {logy logy n], entonces ap < 1. En con-
secuencia el valor méximo de f(n, k) se alcanza, o bien con k=[log, log, n],

o bien con k=[log; log, »n|-}~1. 2) El mismo resultado gue en 1).
B —hy2h c - no
4.22. mfx[(n,r,k)_.(k )2 . mrm(n., s k).-z( k)

= R sr
4.23, 1) La funcién 2n-24-22" como funcién del argumento real & es
convexa hacia las y negativas y ademds el minimo se alcanza con k=
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=log, (n—2logyn+o (lo%i) . De esto se deduce jue con valores entoros

de k y n suficientemente grandes, el minimo de j(r, k) se alcanza, o biem
con k= [loggn), o bien con k= |[loggr]—1. Examinamos la funcién P (p)=n—

—2l108a ™ Bat§ claro quop (1) < nf2. Examinemos varios casos: a) § (n)=cnr

0 < ¢ < 1/2; entonces
n=[log,inl R
* =r—vm d=—ogn’
o{l—6) "

92 (108, 1] _ gn—1b (m

g (W=f(r, llﬂgnﬂn"ﬁ'%t
b) wi(w)=loggn + ¢(n), donde @ (m)=o(n), @(x)=>cc cuando n—>co;
entonces g (n)=/(n, [logs n])~%: ¢) Pp(n)=logynd-¢, ¢>0; entonces

zhE “:—2-:) i @ P (n) <logpn; entonces g (n)=

g{n) =1 (n, Hloggn ) ~
2n+L

=1(n, Doganl—1) ~
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LOS SIGUIENTES LIBROS

Kigoliov A., Krasnov., Makdrenko G.

Problemas de ecuaciones diferenciales ordinarias

Los autores de este libro son candidatos a! doctores en ciencias
lisicomateméticas.

En esta obra se han recopilado cerca de 1000 problemas y ejer-
cicios del curso de ecuaciones diferenciales ordinarias. Se han incui-
do también el método de isoclinas 1l3ara las ecuaciones del primer

segundo orden, problemas para hallar las trayectorias ortogonales,

ependenciae indopendencia lineales, de los sistemas de funciones.
Ademas, contiene problemas para hallar la estabilidad de las solu-
ciones, el método del pardmetro pequefio, el método para resolver
ecuaciones y sistemas,

Cada parigrafo comienza con una breve introduccién tedrica;
después se exponen las determinaciones y métodos principales para
la solucidn de los problemas. Todos los l‘:mblﬂmas van acompafiados
de sus resultados; para alguno de ellos hay indicaciones sobre cémo
resolverlos.

Este es un libro de toxto destinado a los estudiantes de los cen-
tros de ensefianza superior.



Gordén V. vy otros

Problemas de geometria descriptiva

Este libro ha sido elaborado de acuerdo conlel material expuesto
en ¢l manual de V. O. Gordén «Curso de geometria descriptivas,
siendo su complemento. Sin embargo, esto no excluye la posibili-
dad de utilizar otros manuales, puesto que para comprender los

roblemas de dicho libro solamente se requiere conocer las tesis
Fundamentales que debe poseer todo manual.

Esta recopilacién muestra el proceso utilizado para resolver pro-
blemas tipo, que aclaran tesis fundamentales del curso de geometria
deseriptiva, dando soluciones detalladas de una serio de problemas,

AII) final del libro sejencuentran las respuestas a los problemas

ropuestos, Estas respuestas so dan on forma textual o grafica, en
uncion del cardcter de los problemas,

La seleccién de problemas, hecha considerando su cantidad
¥ contenido, garantiza el apremiizaje del material teérico’del curso
general do geometria descriptiva,

Los problemas de geometria han sido elB%id 08 segin programas
que sirven para los estudiantes de las especialidades de construccién
de maquinarias, de aparatos y mecénico-tecnolégicas de los ceniros
de ensefianza técnica superior.



Faddéev D., Sominski I,

Problemas de lgebra superior

Enla primera parte deljlibro s¢ exponcn 980 problemas de al-
gobra superior, comprendidos en los 7 capitulos siguientes: niimeros
complejos, determinantes, sistemas de ecuaciones linealds, matrices,
polinomios y funciones racionales de una variable, lunciones simé-
tricas y 4lgebra lincal. En la Segunda parte se dan algunas indica-
ciones breves para resolver los problemas més dificiles,

La tercera parte estd dedicada a las respuestas; en algunos casos
30 da el método de solucién. La aparicién de este libro es fruto de la
éxperioncia adquirida en Jlas clases impartidas por los autores en
la Universidad Estatal de Leningrado y en el Instituto Pedagégico
Hertzen.

En 1975 puestra Editorial publicé la versién espafiola del
libro del profesor A. Kurosch «Carso de algebra superiors. A pesur
de que la présento obra fue hecha independientemente del libro
del citado autor, al resolver los problemas conviene consultar la
teoria correspondiente en el citado texto.

Esta recopilacién de problemas estdfdedicada a los estudiantes
do los primeros cursos do las universidades e institutos pedagégicos;
la solucién de les problemas gropuestoa facilitard la comprensién
v asimilacién del curso de algebra superior,
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